Numere reale
Axa numerelor
Pe orice dreapta existd doua sensuri opuse; orice punct de pe dreaptd imparte dreapta
in doua semidrepte corespunzatoare celor doua sensuri. . ——

Se numeste axd numericd (axa numerelor sau axd de coordonate) o dreapta pe care
sunt fixate: un punct numit origine, un segment considerat unitate si un sens numit sensul
pozitiv (corespunzator uneia dintre semidreptele determinate de origine). Notam originea
unei axe numerice cu O iar axa cu Ox sau Oy sau Oz. Punctul O imparte axa Ox in
semidreapta pozitiva (corespunzatoare sensului pozitiv) si semidreapta negativa. Un punct
A de pe 0 axa numerica are abscisa (coordonata) numarul a, daca A4 se afld pe semidreapta
pozitiva la distanta a de origine, a = 0 si A are abscisa b = —a, daca se afld pe semidreapta
negativa. Notdm A(a) pentru a evidentia faptul cd punctul 4 are abscisa a.

P(b) 5 EChoo El) o 3 i@

a, dacia=0
Valoarea absolutd (modulul) unui numar real a, este numarul |a|= } .
—a, dacia<0
Distanta dintre doud puncte A(a) si B(b)
situate pe axa numerelor, notata d(4, B) sau AB,

este d(4, B)=|a — b|. Aa) 0 B(b)

a-b|

.

»
»

Puteri
Pentru oricen €N, n > 2 sia € R, puterea n a lui a este produsul a n factori egali cu a.
Notdm a" =a-a-...-a; n se numeste exponent, iar a se numeste bazd.
%,—/
n factori

Prin conventie, a' = a, a’ = 1.

- - 1
Pentru a # 0, definim a"=—, n€ N.

n

a
Pentru orice numar pozitiv a si orice numar natural par » = 2, numarul notat ta ,
numit rdddcina de ordin n a lui a, sau radical indice n din a, este solutia pozitivad a
ecuatiei X" = a.
Pentru orice numar real a si orice numar natural impar »n, n# 1, numarul notat 4/; s
numit rdddcina de ordin n a lui a, sau radical de ordinul n din a, este solutia reala a
ecuatiei x" = a.

. . . m :
Fie a > 0 si » un numar rational, r =—, meZ , neN, n = 2. Atunci a" =V a" .
n
Numarul a” se numeste puterea de exponent r a lui a.
Operatii pe R. Proprietdti

Pentru orice numere reale a, b, ¢ au loc urmatoarele egalitati:
1) a+ b =>b+ a (comutativitate)
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2)a+ (b + ¢)=(a + b)+ ¢ (asociativitate)
3)a+0=0+a=a (element neutru)

4)a+ (—a)=(—a)+a=0 (element opus)

5) ab = ba (comutativitate)

6) a(bc) = (ab)c (asociativitate)

7)a(b + c) = ab + ac (distributivitate)
8)a-1=1-a=a (element neutru)

9) a -% = % -a=1,pentru a #0 (element inversabil)

Pentru a, b reale si n, k naturale impare sau a, b pozitive si n, k naturale, avem:
0o =as fab=la o {4 =38, 620: a <> asts Sa =& s Wa o
Medii

. . . - a, +a,+..+a
Media aritmeticd anumerelorreale a, a,...a ,n > 2, este numarul -—2—"—".

n
. . v .y n
Media armonicd anumerelor reale pozitive nenulea,,a, ...a ,n > 2, este ————.
" 1,1 1
— ot
a a n

Media geometricd a numerelor reale pozitivea, a, ... a ,n = 2, este numarul %/a,a, ...a, .

Proprietdti ale relatiei de ordine
Fie a, b, ¢, d numere reale.
¢ Dacda < bsic<d,atuncia+ ¢ < b + d (adunarea este compatibild cu relatia <).
# Daci a si b au acelasi semn, atunci produsul ab este pozitiv. In consecinti a> > 0.
Daca a si b au semne contrare, atunci produsul ab este negativ.

a
4 Dacai a si b sunt nenule si au acelasi semn, atunci b este pozitiv.

a
Daca a si b sunt nenule si au semne contrare, atunci — este negativ.

b
¢ Dacid a < b, atunci —a> —b .
1

_ . 1
¢ Daci 0 <a < b, atunci O<Z<; )

¢ Daci0<a<bsiO<c<d,atunci0 < ac < bd.

S

¢ Dacia <bsic>0, atunciac < besi =<

=

o
o | o o

#® Dacda < bsic<0,atunci ac > bc si

o

Inegalititi elementare

Inegalitatea sumei de pdtrate. Pentru a, b € R, avem: a*> + b* > 2ab.

Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz. Pentru orice n € N*, a, a,, .., a € R,
b,b, ..,b € R, avem: (@b +a,b, +..tab )V <@ +a@+..+a )b +b+..+b)).
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Inegalitatea mediilor. Pentru n €N, n 22 sia, .. a eR", avem

a ta,+..ta
% < n alaz...an < #.
n
—+— .+
aq 4 a,
Egalitatea are loc daca si numai daca a, =a,= ... = a_

Aproximdri

Partea intreagd a unui numar real a este cel mai mare numar intreg, notat [a],
mai mic sau cel mult egal cu a, deci [a] < a <[a] + 1. Partea fractionard a numarului
a este {a} =a — [a].

Pentru orice x € R, trunchierea lui x de ordin i, i €Z, este numarul [x], = [x - 107 ]10".

Spunem ca a aproximeazd prin lipsd numarul x cu eroarea k, dacia < x < a+k
(adica 0 < x — a < k). Numarul a aproximeazd numarul x prin adaos cu eroarea k, daca
a — k < x < a. Numarul a aproximeazd pe x cu eroarea k dacd a —k < x < a + k.

Rotunjirea unui numér real x la ordinul i, i € Z, este numarul cel mai apropiat de
x, ales dintre aproximarile prin lipsé si prin adaos de ordinul 7, ale lui x.

Elemente de logica matematica

Propozitii

Un enunt care este fie adevarat, fie fals, se numeste propozitie.

Valoarea de adevdr a unei propozitii este 1 daca propozitia este adevarata, sau 0 daca
propozitia este falsa. Notam v(p) valoarea de adevar a propozitiei p.

i
>
_

Conjunctia propozitiilor p, q este propozitia notata pAg, cu valoarea
de adevir v(p A q) = v(p)v(q). Propozitia p A g se citeste ,,p si g .

S
S

=
»—lOO»—ni »—iO»—u—né O == L oo

Disjunctia a doua propozitii p, g este propozitia notatd p v ¢, cu
valoarea de adevar v(p v q) = v(p) + v(q) — v(p) - v(q). Propozitiap v g
se citeste ,,p sau ¢’

Implicatia propozitiilor p, g este propozitia notatd p — ¢, cu valoarea
de adevar v(p — q) =1 —v(p) + v(p) - V(q). Propozitia p — ¢ se citeste
,, pimplicd g7, ,,dacd p, atuncig”, ,, ¢ pentru cd p” sau ,, din p rezultd ¢”".

S

Echivalenta propozitiilor p, g este propozitia notatd p < ¢, cu valoarea
de adevar v(p <> g) =1 —v(p) — v(q) + 2v(p) - v(q). Propozitia p <> ¢ se
citeste ,,p este echivalent cu ¢”, ,,p daca si numai daca ¢”, ,,conditia
necesara si suficientd pentru p este g”.

—_—— ol |~ — oo oo~ —T| oo |=|—

— oI O R O O (OO |2

1P
Negatia propozitiei p este propozitia notatd Jp sau p cu valoarea de 1
adevarv(p)=1-w(p). Propozitia Ip se citeste ,,negatia luip” sau ,nonp’. 0
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Pentru orice propozitii p si ¢ mentionam:

Legea dublei negatii: -|—|p ©p

Legea tertului exclus: v(p v ] p)=1

Legea reducerii la absurd: (p — q)<( —lq _>-Ip)

Predicate

Un predicat este un enunt care depinde de una sau mai multe variabile si care devine
propozitie oricum am inlocui variabilele cu valori alese dintr-o multime data. Multimea
din care variabilele iau valori se numeste multimea de definitie sau domeniul predicatului.
Notatia P : ,,p(x), x € D* semnifica faptul cd domeniul predicatului P este multimea D.

Un predicat P: ,,p(x), x € D are multimea de adevdr formata din toate elementele a € D
pentru care p(a) este o propozitie adevarata. Multimea de adevar a unui predicat ,,p(x;y),
x € S, ye€ T este formata din toate perechile (a;b) cua € S, b € T pentru care p(a;b) este
o propozitie adevarata.

Fie predicatul ,,p(x),x € D*“. Propozitia ,,pentru orice valoare x are loc p(x)“ se numeste
propozitie universald asociata predicatului p(x) si se noteaza ,,V x, p(x)“ sau ,,v¥ x € D, p(x)*.
Propozitia ,,V x, p(x)* este adevaratd daca oricum am Inlocui variabila x cu valoarea v in
predicatul p(x), propozitia p(v) este adevarata. Dacd ,,exista cel putin o valoare x, astfel
incét p(x,) este falsa®, atunci propozitia ,,¥ x, p(x)“ este falsa.

Fie p(x) un predicat cu domeniul D. Propozitia ,,exista cel putin o valoare a variabilei
x astfel incat p(x) sa fie adevarata* se numeste propozitie existentiald asociata predicatului
p(x) si se noteaza ,,3 x, p(x)“ sau ,,q x € D, p(x)*“. Propozitia ,3 x, p(x)“ este adevarata
daca exista valoarea v astfel incat propozitia p(v) este adevarata. Daca ,,nu exista nici o
valoare x, astfel incat p(x,) sa fie adevarata®, atunci propozitia ,,3 x, p(x)“ este falsa;
scriem ,, A x, p(x)“.

Fie,x€ D, p(x)“ un predicat. Negatia propozitiei ,,¥ x, p(x)* este propozitia ,,3 x, ] p(x)“.
Negatia propozitiei ,3 x, p(x)* este propozitia ¥ x, 1p(x)*.

Fie P: ,x € D, p(x)“ si T: ,x € D, f(x)* doud predicate. Predicatul 7 se numeste
consecintd logicd a predicatului P (notam P — T ) daca, pentru orice valoare x, propozitia
p(x) = t(x) este adevarata. In acest caz, P se numeste conditie necesard pentru T, iar T
se numeste conditie suficientd pentru P.

Doua predicate ,,p(x), x€S” si ,,q(x), x€T” se numesc echivalente dacid S = T si
propozitia ,, V xE€ T, p(x) <> q(x)” este adevarata.

Inductie matematicd

Principiul inductiei. Consideram un sir de propozitii p(0), p(1),..., p(n), ... . Daca:
p(0) este adevaratd si,,V k€ N, p(k) — p(k + 1)* este adevarata, atunci ,,V n € N, p(n)”
este propozitie adevarata.
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