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CLASA a XI-a

Problema 1. Fie f:[0,1] — (0,1) o functie surjectiva.

a) Demonstrati ca f are cel putin un punct de discontinuitate.

b) Aratati ca, daca f admite limita in orice punct din intervalul [0, 1], atunci f are cel
putin doua puncte de discontinuitate.

Problema 2. Fie F multimea perechilor de matrice (A, B) € My(Z) x Ms(Z) cu
proprietatea ca exista k € N* gi exista matricele C1,Cy,...,Cy € {A, B} astfel incat
C1Cy---Cy = Oy. Pentru (A, B) € F, notam k(A, B) cel mai mic numar k& € N* care
satisface proprietatea din definitia de mai sus.

a) Fie (A, B) € F, astfel incat det(A) =0, det(B) # 0 si k(A,B) =p+2, cup € N*.
Aratati ca ABPA = Os,.

b) Demonstrati ca pentru orice k > 3 exista (A, B) € F astfel incat k(A, B) = k.

Problema 3. Determinati functile f : R — R, derivabile in z = 0, care verifica
inegalitatea

fx+y)+ flzy) = f(2) + f(y),

pentru oricare x,y € R.
Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel ca A% + B?> = 2AB. Aritati c&
det(A — xI,) = det(B — z1,,),

pentru orice x € C.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
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CLASA a XI-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie f:[0,1] — (0,1) o functie surjectiva.

a) Demonstrati ca f are cel putin un punct de discontinuitate.

b) Ardatati ca, daca f admite limita in orice punct din intervalul [0,1], atunci f are
cel putin doua puncte de discontinuitate.

Solutie.

a) Conform teoremei lui Weierstrass, daca f este continua pe intervalui [0, 1], atunci
f([0,1]) = [m, M], unde m = mingepo1) f(z) € (0,1) si M = maxzcp 1 f(x) € (0,1). Prin
urmare, f([0,1]) # (0,1), deci f nu este surjectiva. Contradictie. Deci f are cel putin un
punct de discontinuitate ... ... ... 2p

b) Presupunem ca f are limita in orice punct din [0,1]. Fie n € N*. Cum f este

1
surjectiva si T € (0,1), exista a,, € [0, 1] astfel ca f(a,) = e Sirul (ay,)nen- astfel
n n

determinat este marginit. Conform Lemei lui Cesaro, girul admite un subsir convergent
(aky, ) pens» €t lim ag, = a € [0,1]. Daca f ar fi continua in a, atunci
n—o0

f(a) = lim f(ag,) = lim L 0

n—o00 n—00 kn + 1

Contradictie. Deci f este discontinua In @..............c i . 2p
Analog, pe baza surjectivitatii lui f, putem construi un gir (b,)nen, cu termenii in [0, 1],

1
astfel ca f(b,) =1— —— € (0,1), Vn € N*, care admite un subsir convergent (by, ),,cx-»
n

cu lim b,, = b € [0,1]. Daca f ar fi continua in b, atunci
n—oo

F(B) = lim f(by,) = lim (1— ! ) _1

Contradictie. Deci f este discontinua In b. .......... .. i, 2p
Aratam ca a # b.
1
Cum f(a) € (0,1), exista ny € N* astfel ca f (a,) = R < f(a), Vn > ny. Rezulta

ag, # a, VYn >n;. Cum f are limita in punctul a, obtinem lim f(z) = lim f (ax,) = 0.
Tr—a n—oo
Cu un rationament analog, deducem lirrll) f(x) = lim f(by,) = 1.
T—r n—o0

Rezulta a # b, deci f are cel putin doua puncte de discontinuitate. ............... 1p



Problema 2. Fie F mulfimea perechilor de matrice (A, B) € My(Z) x My(Z) cu
proprietatea ca ezista k € N* gi exista matricele Cy,Csy, ..., C, € {A, B} astfel incat
C1Cy---Cx = Oq. Pentru (A, B) € F, notam k(A, B) cel mai mic numar k € N* care
satisface proprietatea din definitia de mai sus.

a) Fie (A, B) € F, astfel incat det(A) =0, det(B) # 0 si k(A,B) =p+2, cup € N*.
Aratati ca ABPA = Os,.

b) Demonstrati ca pentru orice k > 3 ezista (A, B) € F astfel incat k(A, B) = k.

Solutie.

a) k(A,B) > 1sidet(A) =0 implica A # Oy girang(A) =1.................. ... 1p
Deoarece k(A, B) = p + 2, existd matricele Cy,Cy,...,Cpia € {A, B} cu proprietatea
C1Cy - Chya = Op. Daca Cy = B, atunci Cy---Cyyg = B~ (BCy---Cpya) = Oy, ceea
ce contrazice minimalitatea lui k(A, B). Similar, daca presupunem C,5 = B, atunci
C1Cy -+ Cpyy = (C1Cy - - Cpy1 B) B™' = Os, In contradictie cu minimalitatea lui k(A, B).
Deci O = Cpio = Ao oo 1p
Presupunem prin absurd ca exista ¢ € {2,...,p + 1} astfel ca C; = A. Fie matricele
X =0C-Ci1 81 Y = Ciy1---Cpya. Avem deci XAY = O,. Din inegalitatea lui
Frobenius, obtinem

rang(X A) + rang(AY) <rang(XAY) +rang(A) = 1.

Atunci XA = Oy sau AY = Oy, in contradictie cu minimalitatea lui k(A, B). Prin urmare

Ci;=DB,i=2,...,p+1. Rezultda ABPA = 0q.......0 .. 2p
b) Fie k = p+ 2, unde p € N* este arbitrar, fixat. Consideram matricele din My (Z):

10 ?» 1Y\ . 10
AZ(O 0)’P:<1 1)§1M_(0 2)'

Definim matricea B = (2P — 1)PM P~!. Pentru n € N*, avem

P _
B":(2”—1)"PM”P‘1:(2”—1)"‘1(21 1)((1) 2%)(_11 21}):

9p _ 9gn 2p+n — 9P
_ P n—1

Rezulta

0 0
Atunci AB"A = O, daca si numai daca n = p. Din a), deducem k(A, B) =p+ 2 =

P __ n
AB”A:(QP—l)”‘1(2 2 0).



Problema 3. Determinati functiile f : R — R, derivabile in x = 0, care verifica

inegalitatea
fla+y)+ flay) = f(@) + fy),

pentru oricare x,y € R.

Solutie. Fie f : R — R o functie cu proprietatile din enunt. Definim functiag : R — R

prin g(z) = f(z) — f(0), = € R. Atunci g este derivabila in origine, g(0) = 0 si

g(x +y)+g(ry) > g(x) + g(y), Yo,y €R.

Din (1) obtinem inegalitatile

gz +y) —g(x) > 9(y) g(xy), VI e R, Yy >0
y y Y
g(x+y;—g(l‘) < g(yy) 3 g(xy)’ Yz eR" Yy <0

Din (1) rezulta de asemenea

9(x) +g9(—y(r +y) > gz +y) +9(~y), Vo,y € R,
de unde obtinem

g(—y(z+y) g(-y)

< — , Ve e R*, Vy > 0;
Y Y Y
gz +y) —g(z) _ 9(zylz+y) 9(=y) Yr e R, Wy <0
y - Yy ’ ’

g(t)

Din ipoteza, Pr% = ¢'(0) € R. Atunci, pentru z € R*, au loc limitele
%

yNO \ ¥ Y yNO Y yNO Ty
si
Jim (9(—y(x +y) g(—y)) — lim(zty)- gy +y)) | 969
YN0 y y N —ylz+y) w0 —y

lim (M — M) = lim 9w) _ x lim 9lzy) _ g (0)(1 —x)

(1)

— ).

Atunci, din inegalitatile (2) si (4), prin aplicarea criteriului cleste, rezulta ca functia g
este derivabila la dreapta in oricare x € R*, cu derivata la dreapta g,(z) = ¢'(0)(1 — z).
Similar, din inegalitatile (3) si (5), prin aplicarea criteriului clegte, rezulta ca functia g
este derivabila la stanga in oricare x € R*, cu derivata la stanga ¢.(z) = ¢'(0)(1 — z).

Rezulta ca g este derivabila pe R, cu ¢'(x) = ¢'(0)(1 —z), Ve e R. ............

...... 2p



Deducem: g(x) = 9 (20) (x—1)% + g ;0)’ T ER. 1p
Notam a = —@ sib= f(0)—a. Atunci f(z) = g(z)+ f(0) = a(z—1)2+b, Yz € R. In

acest caz, inegalitatea din ipoteza se reduce la az?y? > 0, Vz,y € R. Rezulta ca functiile
f care satisfac conditiile din enunt sunt de forma:

fx)=a(lxr —1)*>+b, 1 €R,
unde a > 0 81 D € R 1p

Nota. Pentru indicarea functiei f de forma de mai sus, fara justificare, se acorda 1p.
Problema 4. Fie A, B € M,,(C) astfel ca A> + B? =2AB. Ardtati cd
det(A — zI,) = det(B — z1,),

pentru orice x € C.

Solutia 1.

Analizam cazul cand matricele A si B sunt inversabile.
Din relatia A% + B? = 2AB obtinem AB~! + A7'B = 2I,,. Notam X = A~!B. Relatia
devine BX !B~! = 21, — X. Prin urmare, pentru orice z € C, avem

det(2I, — X —xl,) =det(BX 'B™' —al,) = det(B(X ' —21,)B™") = det(X ' — z1,,).

Rezultd ca matricele 27, — X si X! au acelasi spectru. Fie Y = I, — X. Atunci avem
2, — X =1,+Y si X! = (I, = Y)™!, deci matricele I,, + Y si (I, — Y)™! au spectrul

Pentru o matrice M € M,,(C), notam cu ¢(M) multimea valorilor sale proprii.

Fiea € o(Y). Atunci 1+ a € o(I, +Y) = o [(I, — Y)!]. Rezulta cd exista 8 € o(Y)

astfel ca 1 +a = (1 — )7, deci 8 = ——. Prin urmare, ¢ ¢ o(Y). Prin inductie,
1+« 1+«

!
obtinem 1 € o(Y), Vk € N. Daca presupunem, prin absurd, o # 0, atunci ar
o)

rezulta ca Y ar avea o infinitate de valori proprii. Contradictie. Deci o(Y) = {0}, de
unde det(X) = det(l,, = Y) = 1. Rezulta det(A) =det(B)..........cooviiiiii... 3p

Analizam cazul general. Relatia din ipoteza poate fi scrisa
(A—2l,)*+ (B —zl,)* =2(A — 21,)(B — z1,,).

Daca x € C nu este valoare proprie pentru A si B, atunci matricele A—x1,, si B—x1, sunt
inversabile. In conformitate rezultatul anterior, obtinem det(A — z1,) = det(B — z1,,).
Aceasta egalitate polinomiala este adevarata pentru o infinitate de numere complexe.

Ca urmare det(A — 1) =det(B —xl,), Ve € C.....ooooo i 2p



Solutia 2.

Fie A € C. Notam Ay = A — A\, si By, = B — \I[,,. Conform ipotezei, obtinem relatia
A%\ + B?\ = QA)\B,\ ................................................................... 1p
Prin inductie, se demonstreaza relatiie

A§\+1 = [(Z + 1)14,\ - ZB)\]B;, i € N¥,

B§\+1 = Ag[(l + 1)B)\ — ’L'A)\L 1 € N*.

Rezulta rang (Az;rl) < rang (Bj), rang (Bﬁ\“) <rang (A}),Vie N ................ 1p
Daca A este o valoare proprie a matricei A, notam cu a ordinul sau de multiplicitate, iar
daca A nu este o valoare proprie a matricei A, atunci consideram a = 0. Similar, daca A
este o valoare proprie a matricei B, notam cu b ordinul sau de multiplicitate si alegem
b = 0 in caz contrar. Pentru ¢ € N* suficient de mare, rangurile matricelor A} si B} se
stabilizeaza astfel: rang (A}) = n — a, respectiv rang (B%) =n —b. Rezultan—a <n—1>

sin—b<n—a,deunde a =>b. ... . 2p
Deducem ca matricele A si B au aceleasi valori proprii, cu ordine de multiplicitate identice,
deci au acelasi polinom caracteristic. Astfel, obtinem concluzia....................... 1p
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