Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Nationala, Timisoara, 20 aprilie 2017

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a 10-a

Problema 1. Fie a € (0,1). S& se rezolve in R ecuatia
a®l +log, {z} = =

Solutie. Evident, z ¢ Z si cum al®! > 0, log,{z} > 0, trebuie ca z > 0. Dacd = € (0,1),

avem 0 < log, x =z — 1 < 0, absurd. Prin urmare = € (0,00) \N.......... ..., 1p
Fie f : R — (0,400), f(z) = a”, evident bijectiva si descrescatoare. Ecuatia se scrie echiva-
lent f([z]) + f~1({z}) =[] + {a;} ......................................................... 1p

Sa notam f~l({z}) = y. Atunci {z} = f(y) si relatia precedenti devine f([z]) +y =
[z] + f(y) & f([2]) =[] = f(y) -

Cum functia ¢g(t) = f(t) — t e strict descrescatoare, deci injectiva, deducem ca [z] =y, deci

FUx]) = ) o 3p
In fine, dacd [x] = n € N, deducem a" = x — n, deci solutiile ecuatiei sunt numerele
Tp =4 a”, pentru n € N¥ 2p

Problema 2. Spunem ca o functie f : Q7 — Q are proprietatea P daca

a) Demonstrati ca nu exista functii injective cu proprietatea P.

b) Exista functii surjective cu proprietatea P?

Solutie. a) Pentru x = y = 1 deducem ci f(1) = 0. Pentru = = y obtinem f(2?) = 2f(x),

si apoi rezulta ca f(a™) =nf(x), Vn € Z,Vr € Q... ... .. ... 1p
Fie p si ¢ doua numere prime distincte. Exista atunci a,b,c € Z* astfel ca f(p) = %, f(q) = %.
e b_f0") _a Fg")
fo)fla)=fw)- - == ~=—_ fla="
Daca f ar fi injectivi, ar rezulta p® = ¢%, deci a = b = 0, contradictie....................... 3p
b) Daca = > 0 e numar rational, existd unic numerele prime distincte p1,pa,...,p, si nu-
merele intregi ai,as, ..., an, astfel ca z = p{'p3? ... plr. Se verificd usor ca

f(x) = a1 f(p1) + a2 f(p2) + ...+ anf(pn),

1
H.

Astfel, pentru a € Z, avem f(p®) = 1%' Sa aratam ca f e surjectiva. Fie y € Q,y = 3, cu

deci e suficient sa definim f pe multimea numerelor prime. Definim, pentru p prim, f(p) =

a,b € Z; alegem p prim, suficient de mare astfel ca b sa divida p!. Atunci ply = p!¢ € Z, asadar
f(pPv) = p}” e TS 3p



Problema 3. Demonstrati inegalitatea

sin >

¥S

T
4n
unde n este un numar natural nenul.

Solutie. Daca a = cos 5. + isin 5, atunci |a| = 1 §i a” = 4. Deducem
i—1=da"—1=(a—1)(a" 1 +a"2+...+1),

de UNAE V2 <@ — 1] - Mhee vt 4p

v _ 20T .. T T _ . T .
Pe de alta parte, |a — 1| = | — 2sin® - + 2isin g cos 5-| = 2sin £, de unde concluzia. .. 3p

Problema 4. Fie A si B doua multimi finite. Sa se determine numéarul de functii f: A — A
cu proprietatea ca exista doua functii g : A — B si h: B — A astfel incat g(h(x)) = x, Vo € B
si h(g(z)) = f(z), Yz € A.

Solutie. Fie f, g, h functii cu proprietitile din enunt. Din conditia g o h = 1p, deducem ca
g e surjectiva i h e injectiva. Cum si f = ho g, rezulta ca |B| = [Imf| < |A|............... 2p

Observam ca f(f(z)) = h(g(h(g)))) = h(g(x)) = f(z), deci, pentru y € Imf, f(y) = y.
Astfel, orice functie cu proprietatea din enunt are forma

T, daca z € Imf

flw) = U
¢(x), dacaxe€ A\Imf

unde ¢ : A\ Imf — Imf e o functie arbitrara.
Fie A’ C A, astfel ca |A’| = |B] (in ipoteza |B| < |A|). Definim

T, daca v € A’
flx) =
o(x), dacaze A\ A
unde ¢ : A\ A" — A’ e o functie arbitrard. ....... ... 2p

Observam ca Imf = A’ i aratam ca f are proprietatea din enunt. Fie h: B — A’ C A o

bijectie arbitrard si g : A — B definita prin

h1(z), daca x € A’

g@) =9 _, )
h='(p(x)), dacaze A\ A.
Se verifica ugor ca g(h(z)) =z, Vx € B gi h(g(x)) = f(z), Ve € Aot 2p
Submultimea A’ poate fi aleasa in (“gb moduri, iar functia ¢ in \B["‘”“B‘ moduri, astfel
incat numarul functiilor cerute este (“g“) IBIAIIBL 1p



