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,» Cine Invata de la altul
este un hot cinstit”.

proverb german

l! Istoria matematicii

Leonardo da Vinci- artistul stiintei

de prof. Adrian Stan, Buzau
Nascut pe 15 aprilie 1452 1n mica localitate rurald Vinci situata intre *

Montalbano si Valea Arno din regiunea Toscanei, aproape de Florenta,
copilul Leonardo este considerat nelegitim si este crescut de bunicii tatalului
sau. De mic este Tnzestrat cu 0 mare putere de a reprezenta in desen lucrurile
care-l inconjurau, mori cu apa, turbine, pluguri, unelte agricole avand
aptitudinea de a desena chiar cu doud maini in acelasi timp.

In 1469 tatil sau il lui de mana si il duse la Florenta in atelierul unui
celebru pictor si gravor, Andreea del Verrocchio in al carui atelier lucrase

Boticelli si alti pictori de buna calitate.
Astfel ca , de mic copil dupa ce se obisnuise cu imaginile pictate din cele 16 biserici ale zonei sale natale,
la Florenta ajunge sa se gaseasca in mijlocul unei revolutii culturale reprezentate de curentul umanist.

Primul sau desen ca reper in cadrul operei sale il
constituie ,, Peisajul Sfintei Maria a Zapezii” ( 1, pag 29)
terminat n 5 august 1743 reprezentand un peisaj al locurilor
sale natale care surprinde prin densitatea formelor si in acelasi
timp a tranparentei si a perspectivei in care sunt prezentate
acestea, lumina jucand un rol fundamental prin modul cum
este transpusa pe panza.

Foarte multe lucruri de Tnceput ale lui Leonardo nu se
cunosc Inca, desi au aparut cu timpul fel si fel de desene care 1
s-au atribuit.

Tn atelierul lui Verrocchio, Leonardo se indeletniceste nu doar cu picturi ci si cu realizarea de
drapaje dupa diverse modele, inclusiv anatomice, fabrica diverse modele de lut, experimenta diverse

mecanisme ale unor masinarii i chiar sd sudeze materiale din cupru cu ajutorul oglinzilor parabolice.

Doua mari picturi ,, Bunavestire” si ,, Botezul lui Christos” evidentiaza si prezenta tanarului artist
alaturi de ceilalti elevi din atelier, stilul sdu fiind de atunci inconfundabil, de o profunzime extraordionara
cu elemente de continut discordante prin utilizarea erorii de perspectiva.

Desenarea foarte minutioasa a ingerilor, a caracteristicilor foarte fine a
diverselor figurine reprezentand ingeri ii este caracteristica lui Leonardo fapt ce
il face pe maestrul sau Verrocchio sa afirme ,, ca se simte umilit sd constate ca un
copil era mai priceput decat el”. ( 1, pag. 37)

Leonardo este printre primii care utilizeaza uleiul pentru diluarea
vopselelor in loc de apa si clei.

» Pictorul era familiarizat cu studiul naturii si incepe sd reprezinte in
“%”  schitele sale diverse sisteme hidraulice, masini care sa mearga singure,
proiectoare pentru lumina, studiind in acest sens reflexia luminii si si-a conceput tablourile
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avand la bazd complexitatea punerii personajelor in diverse scene, in care lumina da nastere unor
interpretari spirituale. Cunoaste arta ceramicii si a sculpturii si descopera aspectele infinite ale rotatiei
vaselor, lucruri care capata inteles in tablourile sale.

Fara indoiala a citit clasicii greci ai Antichitatii dar si pe cea musulmana din Evul Mediu, fapt ce
i-a permis sa avanseze in studiul mecanicii, al fortelor de miscare a inertiei si a echilibrului a statisticii si
a dinamicii.

Leonardo se autodefineste ca inginer cand se infatiseaza ducelui Ludovic Maurul din Milano
care incepand cu 1481, cheama la el toti marii artisti ai vremii pentru a transforma ducatul sau intr-0
” Atena a Italiei”.

Leonardo se evidentiaza atunci prin cunostinetele sale tehnice facand dovada unor realizari
ingineresti, masinarii, care de razboi si alte inventii. S-a preocupat si de muzica pe care o considera
,» sora” picturii, in timp ce ,, stiinta picturii” era una a Divinitdtii, muzica era o stiinta a lumii primitive
dar care ficea oamenii si tresard si si danseze, era artd si gandire. Insd adevirata arta pentru Leonardo
era cea vizuala, data de picturd care era admirata de ochii privitorilor pentru eternitate.

Dupa 1485, Leonardo exceleaza in arta portretului, incepand cu ,, Muzicianul ” si
,» Doamna cu hermina” datorita dinamismului prezent in picturile sale.

Un autodidact prin excelentd, Leonardo a lasat mii de pagini ale manuscriselor sale in care se
vad preocuparile acestuia pentru arta zborului, de aceea studiaza sau cautd sa cunoasca notiuni de fizica,
mecanicd, geometrie, anatomie, studiaza aerodinamica si zborul pasarilor. El chiar deseneazd o parasuta
si un aparat de zbor, o ipotetica anticipare a elicopterului sau masinarii uriage care aruncau proiectile.

Nevoia sa de bani il face sa creada ca poate inventa o
masindrie care sa poatd sd meargd pe sub apd si sd scufunde
vasele inamice, Tnsd desi desenele erau remarcabile, extrem de

sugestive, nu erau insa functionale.

Tablourile sale emana sentimente si stari sufletesti dintre
cele mai diverse si uneori in opozitie: ,, frumusetea si dreptatea
impotriva viciilor vietii”. ( 1, pag.65) iar in arhitectura introduce
conceptul de proportie divind in care desenele de edificii si

elementele de arhitectura trebuie sa se bazeze pe proportiile
corpului omenesc.

Studiul geometriei 1i permite sd inventeze forme, sa
combine ideile traditionale cu conceptele abstarcte de geometrie,
sa propund solutii practice la cerintele si nevoile unui oras in
plina dezvoltare ca Milano dupa anii 1485.

Aici, Leonardo realizeaza planul turnului Catedralei din
Milano, deseneaza mori, organizeaza o intreagd retea de drumuri

si cursuri de apd, construieste un orologiu cu un resort mecanic nemaivazut si un razboi de tesut mecanic
care continea intr-un mod inovator principiile simultaneitatii care conduc la cresterea capacitatii de
productie. se perfectioneaza in studiul anatomieie ajungind ca desenele sale sa aiba rol de observatii
stiintifice ducand cercetarea anatomicd la stadiul de artd, ,, el devenind initiatorul fiziognomoniei”. (1,
pag.70).

Putem spune cu adevarat ca Leonardo da Vinci poate fi considerat primul inginer al Renasterii,
,» un profet al automatizarii”. ( 1, pag.75).

,» Cina cea de Taina” este una dintre capodoperele lu Leonardo, terminata in 1498 la comanda
ducelui de Milano Ludovic Maurul, pentru Manastirea Santa Maria delle Grazie, o lucrare in care pictorul
exceleaza in studiul fiziognomoniei si a reprezentdrii in spatiu. Aceastd pictura a fost atat de apreciata de
Napoleon Bonaparte incat si-ar fi dorit sa transporte in Franta peretele pe care era pictatd aceasta fresca.
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De-a lungul anilor, pictura a fost reconditionatd in mai multe randuri astfel ca, cu greu se mai pot
identifica culorile originale ale lui Leonardo.

Matematica si geometria 1-au fascinat inca de mic, insa intdlnirea cu matematicianul Luca Pacioli-
Fibonacii 1i da putere si expresivitate, entuziasm si Incredere in sine, desi se mai incurca in calcule
elementare, el excela la geometrie, dovada sunt poliedrele pe care le deseneaza pentru tratatul lui Pacioli,
,» De Divina Proportione”.

De la Pacioli aflam ca Leonardo a realizat un ,, tratat despre
picturd si miscarile omenesti” ( 1, pag.81) dar care nu ni s-a mai pastrat.

Dupa 1500, Franta invadeaza Milano iar Leonardo se simte nevoit
sa plece la Venetia impreund cu Pacioli
unde printre altele face planul unui pod
peste Bosfor si primeste comanda tabloului
pentru Gioconda. Intors la Florenta, se
regaseste cu fostii colegi si continud sa
picteze pentru diverse comenzi particulare
sau sa dea diverse sfaturi, pand cand ducele
de Valencia, Cesare Borgia, fiul papei Alexandru al Vl-lea il numeste
oficial arhitect si inginer si il insdrcineaza sa studieze orasele si fortaretele
de pe domeniile acestuia. Aceastd misiune 1i permite sa realizeze o
topografie a zonei plind de cunostinete de geometrie, cosmologie, anatomie si estetica .

Moare la varsta de 67 de ani in urma unui atac cerebral pe 2 mai 1519 la Clos- Luce , una din
resedintele regelui francez Francisc I pentru care a lucrat In ultimii ani si cu care se intdlnea foarte des
pentru discutii placute din cele mai variate domenii ale cunoasterii. A fost ingropat la Biserica Saint
Hubert, Amboise, Franta.

Leonardo da Vinci a devenit una din cele mai importante figuri ale Renasterii care a influentat
foarte multi picturi si oameni de stiintd, printre care si pictorul Rafael. Un adevarat geniu datoritd
preocuparilor sale multilaterale, a puterii de munca si a spiritului sdu mereu inovator.

Bibliografie:
1. Da Vinci- Alexxandro Vezzosi- Editura Univers. 1996.
2. https://ro.wikipedia.org/wiki/Leonardo_da_Vinci.

,, Cina cea de taind”, 1490, de Leonardo da Vinci
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»Profesorul mediocru vorbeste.

Un profesor bun explica.

Un profesor superior demonstreaza.
Profesorul maret inspira ”.

William Arthur Ward (1921- 1994)

E Articole si note matematice

Asupra unei clase de integrale definite
de Florica Anastase, Lehliu Gara

Acest articol este propus in legaturd cu un rezultat generalizat in Gazeta Matematica si un articol
din revista Sclipirea Mintii, nr. 13

Teoremi:  Daci f '[a'b] —->R, g '[a'b] — R*,h: [a'b] — R, sunt  functii  continue cu

F(x)+f(s—x) =h(x), g(x) = g(s—x), ¥x [a;b], s=a-+b, atunc.jﬁd jb@d
2 9(X) 9(x)
Demonstratia presupune substitutia X=s—t de unde se obtine
J-f(x) f(S t) d(-t)= J- h(t) f(t) I(t) = J- h(t) J- f(t)dt:C.c.t.d.
2 9(%) 2 g(s-1) g(t) g(t)
Aplicatii:
1. Sa se calculeze de
3+C0s° X

T H T H VA H

. X+1)sin x X-8in X sin X

Solugle:j( ) > dX:J. > dX+I —ax=1,+1,,
5 3+C0s” X 5 3+C0S" X 3 3+C0S” X

Ilz]{ X'Sinxdx:f(”_x)'sm(ﬁ_x)dx:ﬂj” sin x dx—r X-Sin X

T
d= =7l -1 = 1, =L,

+ 3+€0S” X 3+c0s’ X 03+c0s’X 0 3+c0s’ X
| _J-ﬂ sin x = (cosx)' ——iarctg COS X 2r
2 Jo 34 cos? x 0 3+¢0s° x J3 N 3\/§'
J3
2. Si se calculeze | = j %X.
5 1+€"
Solutie:
«/5 «/§ «/5 tgx «/5 tox «/5
xarctgx —xarctg(—x xarctgx- 1 —-1)x-arctgx
I acttgx dx=j act?(fx) ) :I actgtgxe i = I (1+e )tgxa ctox, _ J y.-arctoxdx— |
g 1+e l+e 5 l+e A l+e B
N 3 B 2 J' X2
21 = I x'arctgxdx=2I X-arctgx = | = I x-arctgxdx:%arctgx _[ Z_£
-\B 0 0 0
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x-In(1+eXJl‘7)dx.

3. Si se calculeze | =

Gl

|

Solutie:
Notaim X=—-y = dx=—-dy =

2 o V2
2 yyl-y 2 >

y- In(1+e yﬁ)dy_ I y-In [1+e ]d =—l+ '[ y-In(eyﬁ)dy:—H
& &z

y?-\1-y*dy

%ﬁ—'N %5

eY\/l y?

~\ﬁﬂ'—-\‘m

~|

Pentru y =sint = dy = costdt =
P T 141-cosdt, =«
Iz—jsm t-cos tdtz—jsm 2tdt=—j dt =—
0 4+ 4+ 32

In(1+tgx)
24+Sin 2X+Cc0s2x

4
4. Sa se calculeze | = I
0

In(1+tg(§—y»

4 o
dyzf In2—In(1+tgy) dv =
0

O~ [N

Solutie: | = -
2+sin(§—2y)+cos(§—2y) 2+sin2y+cos2y
21 —InZ} 1 dx=In 2J1.— t= 1 —I—z(arctgﬁ—z)
2o, 20X 1-tg’X 12 +2t+3 242 4"
1+tg®x  1+tg®x
2z H
5. Sa se calculeze | = _[ L(Smx)dx.
5 2+COSX
Solutie
X +tg(sin x T 7+y—tg(sin sin
I g(sinx), x— | y—tg(siny) ;. _ J J' y-tg@iny) Y) J‘ dy =
2+ COoS X 2—-Cosy 2— cosy 2—-CoSy 2—-C0oSy
2 2 2 2
:27r'[ 1_ :27rj 1 deZﬂ'I 1 2dt:27[\/§.
' 2+sinz - otq Z - \/§ 3
2 2 92 2 (t+ ) +
2+7Z 2
1+tg> =
g 2

Profesor, Liceul ,, Alexandru Odobescu” Lehliu Gara

» Compromisul este arta de a imparti un tort astfel incat fiecare sa creada ca a
primit felia cea mai mare”.
Ludwig Erhard (1897- 1977)
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Asupra unei probleme date la ONM 2019
Marin Chirciu *

1. Fiea,b,c,d >1astfel incatabcd =16 . Aratatici a+b+c+d —E—%—l—;
a C
ONM 2019, Clasa a7-a, Adrian Stan si Neculai Stanciu, Buzau
Solutie:
Aratim ci X—125|n5+§,VXe[l,oo).
X 2 2 2
. . 1 5 x
Consideram functia f 1[1,00)—> R, f( ) X———Elnz
X
Avem f’(x):l+i2—2£§i f'(x)<0, pentruxe[L,2) si f'(x)>0, pentrux e(2,).
X X
Rezultd ca functia f admite minim Tn punctul x, =2, deci f (x)> f(2) :g.
Obtmemx—i—§|nX 3c> x—£>§ln +§ VXe[loo)
X 2 2 2 X 2 2 2

Punand x € {a,b,c,d} , suménd si tinnd seama cd abcd =16, obtinem concluzia.

Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=d =2.
Remarca.
Inegalitatea se poate generaliza.

2. Fiea,,a,,...a, >1astfel incataa,...a, =2" ,n>1. Aritatica a, +a,+...+a,————— ...——27.
8 4 a,

Marin Chirciu, Pitesti

Solutie:
Aratam ca x—£>§ln X +§ VXe[l ).
X 2 2 2

o e 1 5 X

Considerdam functia f .[l,oo) >R, f (X) X———EII‘\E.
X
Avem f'(x) :l+i2—zi§i f'(x)<0, pentrux€[L,2) si f'(x)>0, pentrux e(2,).
X X
Rezultd ca functia f admite minim in punctul x, =2, deci f (x)> f (2)= g
Obtlnemx—l—gm X >§ = x—1>§ln X +§ VX e[L,o).
X 2 2 2 X 2 2 2

Punand X e {ai, az,...an} , sumand si tindnd seama ca a,a,...a, = 2", obtinem concluzia.
Egalitatea are loc daca si numai dacaa, =a, =...=a,=2.
Remarca.

Inegalitatea se poate extinde.

3.Fiea,b,c >1astfel incatabc =8 . Aritatica a+b+c—————— >3.

Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”Pitesti
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Aratam ca X—EZ3|n§+1,‘v’Xe[1,oo).
X

Consideram functia f :[l,oo) —->R, f (X): x—g—3ln§.
X

Avem f’(x):1+%—§§i f'(x)<0, pentrux €[1,2) si f'(x)>0, pentrux e(2,).
x? X
Rezulta ¢4 functia f admite minim in punctul x, =2, deci f (x)> f (2)=1.

Ob‘ginemx—g—3|n§21<:> X—EZ3|n§+1,‘v’Xe[l,oo).
X 2 X 2

Punand x € {a, b, C} , sumand si tinind seama ca abc =8, obtinem concluzia.
Egalitatea are loc dacd i numai dacia=b=c=2.

Remarca.
Inegalitatea se poate generaliza.

. . 2 2 2
4.Fiea,,a,,...a, >1astfel incata,a,...a, =2" ,n>1. Aritatici a, +a,+...+a, ————— fem—2N,
a & a,
Marin Chirciu, Pitesti
Solutie:
2 X
Aritim ca X——23|n5+1,VXe[l,oo).
X
. . 2 X
Consideram functia f 1[1,00) >R, f (X) = x———3|n§.
X

Avem f'(x) :1+%—E si f'(x)<0,pentruxe[1,2) si f'(x)>0, pentrux e(2,).
X X
Rezulta ¢4 functia f admite minim in punctul x, =2, deci f (x)> f (2)=1.
Obginemx—g—Sln521<:> x—223ln§+1,vXe[1,oo).
X 2 X 2
Punand X e {ai, az,...an} , sumand si tindnd seama cd a,a,...a, = 2", obtinem concluzia.

Egalitatea are loc daca si numai dacia, =a, =...=a, =2.

Primitive cu logaritmi

de prof. Ciobica Constantin, prof Ciobica Elena, Falticeni
1.1, :Iln(x—n)dx,n eN”.
Rezolvare: Aplicam formula de integrare prin parti:
f(x)=In(x—n)= f (x)=In"(x=n) :ﬁ si g(x)=1=9(x)= Idx =X

If(x)g'(x)dx= f(x)g(x)—_f f'(x)g(x)dx = I, =xIn(x—n)— X dx=
X—n

=xIn(x=n)—x—-nIn(x—n)+¢ =(x=n)In(x=n)—x+¢
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2. 1, =Iln(x+n)dx,n e N’

Rezolvare: Aplicam formula de integrare prin parti:

f(X)=In(x+n)= f (x)= In(XJrn)—Fln si g (x)= 1:>g jdx X

[ 1099'09dx = F()g(9)- [ f'(x)g(x)dx=> 1, =xIn(x+n) - fmdx_

=xIn(x+n)=x—nIn(x+n)+¢ =(x+n)In(x+n)—x+¢

1, :Iln(x2 —nz)dx:fln[(x—n)(x+n)]dx:jln(x—n)dx+j|n(x+n)dx: l,+1, =
= (x=n)In(x =n)—=2x+(x+n)In(x+n)+¢
g L =Iln(x2+n2)dx

2X
. . )= +n’) = f'(x)=In'(x* +n°) =
Aplicam metoda de integrare prin parti: x? +n?

gx)=1= g(x):jdx=x

2 2 2

x> +n?-n

dx:xln(x2+n2)—2j—2 —dx =
X +n

I, = xIn(x* +n%) - 2.[
x> +n?

:xln(x2+n) 2X+2n Jx NPy dx:xln(x2+n2)—2x+2narctg§+g“

:jln x*—n )dx=f|n[x —nZsz+n2)]dx=Iln(xz—nz)dx+.|'ln(x2+n2)dx= l,+1, =

(x = n)In(x —n) —4x+ (x+n) In(x + n) + xIn(x* + n?) + 2narctgX + ¢
n

O inegalitate in doua variabile
de Dumitru Tudor, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

La primul baraj din Bulgaria pentru JBMO 2018 a fost propusa urmétoarea problema:
Sd se demonstreze ci daca a,b >0, atunci a;atbzz + Sla:bz +9ab >18.
Solutia oficiala foloseste inegalitatea mediilor pentru a ’elimina’’ variabilele:
iatbzz + 81a42b2 +9ab > 22?;)5 + 81a42b2 +9ab = a41b4 + 81a42b2 +9ab >

212
>2 %w +9ab:i+9ab221/i-9ab=18.
a‘b 4 ab ab

Se poate ajunge la acelasi rezultat si pe alta cale, tot cu inegalitatea mediilor:

a’+b®> 8la’b? 2ab  81la’b? 1 8la’b®> 9ab 9ab
+ +9ab > + +9ab = + + + >
2a°b® 4 2a°b® 4 a‘b? 4 2 2
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1 8la’b® 9ab 9ab
> 44— . .
a'b 4 2 2
Inegalitatea este strictd, deoarece pentru egalitate ar trebui sd avem:
1 81a’b* 9
a=b,——7p= — =09ab,
a'b 4 ab

:42:18.
2

ceea ce nu se poate.
Cum inegalitatea este strictd, este normal s ne intrebdm daci nu putem gisi un numdr real K > 18 pentru
care sa fie adevarata inegalitatea
a’+b* 8l1a’h?
55 +
2a’b
O prima incercare poate fi o altd grupare atunci cand aplicam inegalitatea mediilor.
2, 1 22 212
a“+b° 8lab 1 8la‘b
=+ +9ab> ——+ +9ab =
2a’b 4 a'b 4
( 3 8la’h’ 81a2b2j ( 1 9ab  9ab  9ab 9abj
+ + + + >

+9ab>k.

+ +
4a’b* 8 4a’b* 4 4 4 4

9 8
>33,/3— 551/% 81\F 154127 ~ 200061

Din pécate, nici in acest caz nu putem obtme egalitate. De aceea, notim X = absi vom determina minimul
functiei

+9x.,

2
F1(0,00) >R, F(X)= =+ O

Avem

4 8Ix 20 81
F/(X) = -+ 2249, 7(X) = o+
*) x> 2 & x® 2

Deoarece f"(x) >0 func‘;ia f'(X) este strict crescitoare, deci ecuatia '(X) =0 are cel mult o radicind

1 91
itivd. C f'l=1= ') =
pozitivd. Cum (2) "D = PR

Deducem cd ecuatia '(X) = O admite o raddcind pozitivd X, , si atunci functia f(X) admite minimul
f(X,) . Obtinem 0,6472< x, <0,6473 si rezulta cd pentru a,b0 >0 este adevarata inegalitatea
a’+b®> 8la’h’
55
2a’b
cu egalitate dacd si numai dacid @ =b = /X, ~ 0,8045.

+9ab> f(x,) ~ 20,0065,

Stiati ca .....

celebrul tablou ,, Mona Lisa ” sau ”Gioconda” al lui Leonardo da Vinci ar fi fost furat de la muzeul Luvru
din Paris pe 22 august 1911 pentru ca apoi hotii sa-1 copieze si sd vanda copiile drept originale.

Astazi existd in lume foarte multe copii extrem de reusite ale acestui tablou inclusiv cateva ale ucenicilor
lui Leonardo. Au existat dispute de-a lungul timpului ca Leonardo ar mai fi pictat in 1515 inca un tablou cu
Mona Lisa aflat Tntr-o colectie din New Jersey , primul datand din 1505 si o intruchipeaza pe Mona Lisa, sotia
lui Francesco del Giocondo la véarsta de 20 ani.

Reprezentantii muzeului neagd afirmatiile scriitorului Seymour Reit inclusiv ca tabloul ar fi neterminat
sau ca ar fi fost tdiat ca sd se incadreze in rama ce i-a fost pregatita insa in 1956 partea de jos a fost avariata
din cauza unei solutii acide care s-a aruncat asupra lui. Este tabloul care detine recordul pentru cea mai mare
asigurare si anume, a fost asigurat pentru transportul la expozitia din 1962 din America cu o suma de 100
milioane de dolari la data respectiva. ( astazi, 735 milioane dolari).

Astazi tabloul este expus la Luvru, cel mai vizitat muzeu din lume cu peste 10,2 mil de vizitatori in 2018.
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Again about the problem 12068 from AMM/2018

by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Mihaly Bencze and Daniel Sitaru

In the American Mathematical Monthly (AMM), Vol. 125, No. 8, October 2018, p.756 was published the
Problem 12068, proposed by D.M. Batinefu-Giurgiu, >>’Matei Basarab’’ National College, Bucharest, Romania
and Neculai Stanciu, >’George Emil Palade’” School, Buzau, Romania.

Problem 12068. If ABC is a triangle with usual notations prove that
h,+h, , h.+h, , h,+h

(a) . “r?+ Ty r’ >2s?;
a b c
r,+r r+r ro+r 4s°r
(b) ch2pelapzy a2, BT
r, r, r, R

In SM 23 we presented a solution of this problem and four similar problems.
Here we present other problems related to Problem 12068.

Problem 1. If ABC is atriangle with AB =¢,BC =a,CA =b and R is its circumradius prove that
b+c+c+a+a+b> 2
a’ b* c® 3R*
Solution: We have zbtc + Z% = Z(b—t’CJr%j =(a+b+c)- Zis =
a

cyclic a cyclica cyclic a cyclic

2

1 1

a.74Bergstrom (C%:Cazj 1 ’
=(a+b+c)- & > (a+b+c). 27| =

a+b+c [cyc.ica

cyclic
2
1 Bergstrom 1 2 1
DI B T e I Y Y
cycllca cycllca b cycllca 3 cycllcab
Euler
We have i+i+i a+b+c  2s s _ 1 g 1 ).

ab bc ca abc 4RE 2Rsr 2Rr R’

By (1) and (2) we deduce

2
2
Z 4_2 ( JQth’ngR“’q'e'd'

cyclic cycllca cycllca cyclic a
Problem 2. If ABCisa trlangle with usual notations prove that
ha+h,o+hb+hc+hc+ha> 2
h.a* h,b* h,c* ~ 3R*

Solution: We have

2
1
=)
zha—+?b+ Zizz(mujiB ™, +h, +h, ).~

cyclic h a cyclica-4 cyclic hc a4 h +hb +hc B
2
1 1 Bergstrom 1 2 1
S DL BN ) LD EA
(az b? j C%:C C%:C %“Ca“ (C%:Cabj
EuIer
We have i+i+i a+b+c_ 2s S _ 1 g 1 .

ab bc ca abc 4RF 2Rsr 2Rr ~ RZ’
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h,+h 2
By (1) and (2) we obtain » —2—2>—_,
cyclic 'l 3R

Problem 3. If ABC is a triangle with usual notations prove that
m,+m, My+m, m +m, 2

m.a* m.b* m,c*  3R*

g.e.d.

Solution: We have

> (m,+m,+m.)- =

2
1
Zm +mb z Z{m _,_mb jiBergStrom (cy%:cazj
a’

cyclic m a cycllca cyclic c ma + mb + mc
2
1 1 1 2 2 Bergstrom 1 2 1
Y +2. > —+— — |, ().
(az b’ czj cy%:ca Cyg..:c( j Cyg.i:ca“ 3(%%%} @
We have
1 1 1 a+b+c _2s S 1 EU'er 1
—t+—+—= = > —,(2).
ab bc ca abc  4RF 2Rsr 2Rr R

By (1) and (2) we obtain " My + Tb > 354 ,

cyclic c

g.e.d.

Problem 4. If ABC is a triangle with usual notations prove that
Wy + Wy W +W, W W, 2
w.a* w,b* w,c*  3R*

2
[Zl
W. +W 1 W. +W 1 Bergstrom .a2
P D B L I | e O (VAR ARV B A
w a W, + W, + W,

cyclic Wca cyclica cyclic c

1 1 1 2 2 Bergstrom 1 2 1 2
:(_2+b_2+_2j Z 22( j . Z—Hg(zabJ (D).

Solution: We have

a C cycllca cyclic cyclica cyclic
We have
1 1 1 a+b+c 2s S 1 E“'Ef 1
—+—+—= = > —,(2).
ab bc ca abc  4RF 2Rsr 2Rr R
W, +W, 2
By (1) and (2) we obtain a__b> , g.e.d.
y (1) and (2) WZI wat 23R

Problem 5. If x,y,z >0, then prove that in any triangle ABC with area F and side lengths a,b, ¢ holds
the inequality
2 2 2 2 2 2 2 2 2
X“+y“+2z +2yza2+ Yy +2°+X +22xb2+z +X°+Yy +2xyC2 > 10J3F .
x(y +2) y(z + X) zZ(x+Yy)
Solution. By Tsintsifas’ s inequality (AMM-1988) we have
X a2y Y p24 2 c? > 243F, (D).
y+1z Z+X X+Yy
We shall prove that
erZa2+ Z+Xb2+x+ycz > 8./3F , (2).
X y z

Indeed,
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Z ‘a 2+ > a8’ =(x+y+2)- Z—HBegswom(ererz) [CRifin/i

cyclic cyclic cycllc X+ y +1Z
=(a+b+c)? =2(ab+bc+ca)+ Y a’ < Zuaz > 2 ab, so by AM-GM inequality we deduce
cyclic cyclic X cyclic

that Z Y*Za250.34an%c? (3).
cyclic
By Carliz’ s inequality (AMM-1961) we have that33/a’b?c? > 4+/3F , so from (3) we infer (2).
Adding up the inequalities (1) and (2) we obtain the desired inequality.
The equality occurs iff x=y=z and a=b=c.
Problem 6. If x,y,z >0, then prove that in any triangle ABC with area S and side lengths a, b, c holds

the inequality YHZae 21Xy XHY c? >843S.
X y z
) y+12 2 H .Bergstrom (a+b+c)2
Solution. a?+ Yat=(X+y+2)- Yy — > (X+y+1)— 2 =
Cy%‘; X Cy%‘g C%‘g X+Yy+z
=(a+b+c)? =2(ab+bc+ca)+ D a’ < zuaz >2% ab, (1).
cyclic cyclic cyclic

By AM-GM inequality and (1) we deduce Zuaz >2-3R/a’h?c?, (2).

cyclic X

By the inequality of Carliz (1961) we have 33/a’b?c? > 4+4/3S, so by (2) we obtain the desired inequality.
Note. Other variant is directly from (1) where we use the inequality of Pélya-Szego, i.e.

ab+bc+ca>4/3S.
The equality occurs iff x=y=2z and a=b=c.
Remark. For x = y = z =1by the inequality from the statement we obtain the inequality

a? +b% +¢? >44/3S, i.e. lonescu-Weitzenbdck’ s inequality.

Problem 7. If ABC is a triangle with usual notations and X, y,z >0, then prove that
Y+Z , Z+X_, X+Y 2>25

(a) ra + rb
X y z
2
) y+zh§+z+xhbz+x+yhc224s r
X y z R
Solution for (a):We have Zura2 + k= Z(u +1jra2 =
cyclic X cyclic cyclic X
2 Bergstrom r r r 2
=(X+y+2)- Z_ > (X+y+y)- M:
cyclic X+ y +1Z
h, +h
=(+n+r)’=>r2+2>rn=22>rn, > ——=r2>2>"rn ().
cyclic cyclic cyclic cyclic ha cyclic
We have r, = F and other two similar. Therefore
s—a
2
Zrarb:ZF—:Fz'Z;: 2 S—C+s—a+s b:
cyclic cyclic (S - a)(S - b) cyclic (S - a(S - b) (S - a)(S - b)(S - C)
52 Heron FZSZ y
=F. = =s”,(2). By (1) and (2) we obtain > *— ; > 2s?, g.e.d.

s(s—a)(s—b)(s—c) F? delic
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Solution for (b): We have » —— y+ + > hi= Z(W— : 1]ha2 =
cyclic cyclic cyclic X
2 Bergstrom 2
=(Xx+y+2)- Zh— > (X+y+2)- (h, +hy +h.)” _
cyclic X+y+Z
=(h,+h, +h)* = Y223 hhy 223, 3 EhI =23 hh, (1. We have
cyclic cyclic cyclic cyclic cyclic
. 2
Zhahb = ZM=452 . Zi:432 .a+—b+c=452 . 28 - 258 - 2r$  (2).

cyclic cyclic ab cyclic ab abc 4SR R R
By (1) and (2) we obtain

2 2
Zy+z 2rs _4sr,q.e.d.

R R

cyclic

Minimal and maximal bounds for the sum a® +b® +c°®

by Marius Dragan, Bucharest and Neculai Stanciu, Buziu

In any triangle ABC with the sides a,b,c, circumradius R, inradius r and d =+/R? —2Rr holds the
following the inequality
2*(R+r—d)’[4(R-r+d)’+R%*]<a’ +b® +c® <2*(R+r+d)’[4(R—-r—d)® +R’].
Proof. We use the following
Lemma (fundamental inequality or Blundon’s inequality). For any triangle ABC the inequality s, <s<s,

hold where s, S, represents the semiperimeter of two isosceles triangles A B,C,and A,B,C, which have the
same circumradius R and inradius r as the triangle ABC with the sides

a, =2J(R+r—d)(R-r+d), b =c, =/2R(R+r—d)
a,=2J(R+r+d)(R-r—d), b, =c, =2/2R(R+r+d) where d =+R? —2Rr .

A proof of this lemma is given in [1].

From the identity ZX —3xyz+ZX[ZX —Zyz} if we replacing
cyc

oyc

x=a’,y=Db?z=c?, then we obtain Za =3a’h’c’+ ) a’ [Za szcz}

cyc cyc cyc

We consider the functions
f,g,h,F:[s,,s,] >R, f(s)=3a’b’c’® =3(4Rrs)*, g(s) =2(s*—r? —4Rr),

h(s) = Za —Z(bc) —[ZaJ —4zcab[2a] +6abcza+(zabJ =

e
=s*— 2r(4R +7r)s” + (4R +r1)?r?, with h'(s) =4s(s* —4Rr —7r?),
F(s)=f(s)+g(s)h(s).
Since s* >} >16Rr —5r” > 4Rr +7r? it results that h is increasing on [s,,s,].
Also fand g areincreasing on [s;,S,]. Hence, F is increasing on [S,,S,], then
F(s,) <F(s)<F(s,) ora’ +b’+c’ <a®+b®+c® <al +bd +cf, (1).
If we replacing the valuses of a,, bl, Cps 612,b2 ,C, from the lemma in (1), then we obtain the desired
inequality and we are done.

References
[1] M. Dragan, N. Stanciu, A new proof of the Blundon inequality, Rec.Mat, 2(2017), 100-104.
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» Reusita il asteapta pe cel
ce se scoala de dimineata”.
proverb rusesc

[EN Examene si concursuri

CONCURSUL JUDETEAN DE MATEMATIC
CSCLIPIREA <N gNTEE

Pe data de 07.12. 2019, la Liceul Tehnologic ,, Meserii si Servicii ” Buzdu a avut loc a 12-a editie a
Concursului Judetean de Matematica ,, Sclipirea Mintii” din cadrul proiectului educational judetean cu

acelasi nume la care au participat peste 300 de elevi de gimnaziu si liceu.
Va prezentam in continuare cateva din exercitiile propuse:

Clasa a V-a:
I. 1. Fiesirul 4, 11, 18, 25, 32, ....
a) Scrieti urmatorii 3 termeni.  b) Aflati termenul al 2019-lea. ¢) Aflati suma primilor 2019 termeni.
Mariana Zotolea
2. Fie S=1+3+5+...+(2n—-1). Determinati cea mai micd valoare a numarului natural X pentru care

Xx+S =2019. Problema E:15588, G.M-B, nr. 9/2019, Nicolae Ivaschescu, Canada
I1. Sa se afle trei numere naturale, stiind ca diferenta dintre primul si al treilea este 76, impartindu-l pe al
doilea la al treilea obtinem cétul 3 si restul 5, iar impartindu-l pe primul la diferenta dintre al doilea si al
treilea obtinem catul 2 si restul 6.

Problema E:15582, G.M-B, nr. 9/2019, Daniel Stretcu, Drobeta Turnu-Severin

n
I1. 1. Aritati ci numarul &= 169" ¢e poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte , oricare ar fi n natural.
Gheorghe Strutu
2. Determinati numerele naturale a,b,C care verifica egalitatea

a’* +b* +c* +3a+5b+7c=2019.
Problema E:15583, G.M-B, nr. 9/2019, Daniel Stretcu, Drobeta Turnu-Severin

Clasaa Vl-a
1. Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 3, 4, 6, 8,9, 11, 12, 16. Doi copii au sters pe rand fiecare cate 4 numere si
au observat cd suma numerelor sterse de primul este de trei ori mai mare decit suma numerelor sterse de al
doilea. Ce numadr a ramas scris pe tabla?

Laura Brutaru
2. Fie a, b, ¢, d patru numere naturale care verifica relatia 20a— 505b — 404c = 2020d. Aritati cd

produsul numerelor este divizibil cu 2020. Laura Brutaru

. 1.Determinati cel mai mic numar natural nenul n astfel incat prin inmultirea numirului ababab cu n sia

se obtind un pitrat perfect. Care sunt cifrele a si b n acest caz ?
Problema E:15584, G.M-B, nr. 9/2019, lon Fota, Izbiceni, Olt
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2. Si se determine cifrele a,b,c,d pentru care numirul abcabc+ d00d este patratul unui numir natural.
Problema E:15585, G.M-B, nr. 9/2019, Dan Nedeianu, Drobeta Turnu-Severin

[11. 1. Determinati numerele prime a<b<c<d <e stiind ca
37a+23b+21c+75d +15e = 2018.
Problema E:15587, G.M-B, nr. 9/2019, Eugeniu Blajut, Bacau

2. Suma masurilor a 10 unghiuri este 1000°. Si se calculeze suma misurilor suplementelor acestor unghiuri.
Florentina Popescu
Clasaa Vll-a

I.1. Fie A= \/i+\/1+3 +V1+345 4.t \/1+3+5+....+ (2n-1) unde 7 este numdr natural nenul.
Pentru n =5 calculati A.

Aratati cd numarul +/8a+1 este rational pentru orice numar natural nenul n.
Laura Brutaru

II. 1. Determinati numerele naturale de forma abcd pentru care este adevirati relatia

\/\/5+2-\/5+3-\/E+4-\/_ =d

Problema E:15592, G.M-B, nr. 9/2019, Nicolae Ivaschescu, Canada

2. Aratati ¢ numarul n®+2-7" +4 este numir irational, pentru orice N si M numere naturale.
Problema E:15594, G.M-B, nr. 9/2019, Sebastian Ilinca, Pirscoveni, Olt

1. 1. Fie triunghiul ABC cu «<A=35", «B =83"si punctele D,E si F pe laturile BC,CA si respectiv
AB astfel incat DE||AB, FE|BC si FD||AC . Dac bisectoarele unghiurilor <EDF si <ABC se

intersecteaza in punctul P, atunci determinati masura unghiului <BPD .
Neculai Stanciu

2. Fie dreptunghiul ABCD incare AB =L si CD =1|. Aflati perimetrul si aria dreptunghiului, daci are loc
relatia: VL2 —12L+52 ++/12—81 +25 < 7.

Luminita Ghita
Clasaa Vlll-a
. 1. Fie a=+4—+/155i b=+/4+15 .
a) Ardtati ci (a—b)?=6. b) Calculati (a—b+~/6)*". Laura Brutaru

2. Determinati forma numerelor naturale N pentru care n® —7n+6 se divide cu 30.
Problema E:15596, G.M-B, nr. 9/2019, lon Fota, Izbiceni, Olt

1. 1. Fie numerele reale nenule asi b astfel incat a® +b* =4ab.

y N a’+b’
Gasiti toate valorile posibile pentru 7———.
* - b7
Problema E:15612 din G.M-B, nr. 10/2019, Viorel Ovidiu Ignatescu si Neculai Stanciu, Buzau
. N T 5 .11 1 3
2.Fie X,y,zeR* cu X-y-Z=6. Determinati X" +Yy“+2° dacd X+y+z=5si _+_+_:§ .
X y 2

Florentina Popescu
I11. 1. Fie ABCDA'B'C'D" o prisma patrulatera regulatd. Se noteaza cu O intersectia dreptelor AC si BD,
iar cu E mijlocul muchiei [AA]. Sa se demonstreze cd EO este perpendiculard pe OC" daca si numai daca
ABCDA'B'C'D'este cub.

Luminita Ghita
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Clasa a 1X-a Tehnologic

I. 1. Daca 317=a0,aia2 ...... Qy019-+-- atunci sd se determine 8,9, @, -8, * 8y et Bypyg S

a+a,+a;+..... + g -

2. Fie A=+n+4/6n-9 — % . Sa se determine numerele naturale n astfel Tncat \/6 AeN.

Adrian Stan
- 1 . » 3 1 1 1
II. 1. Daca x+—=2, VxeR, x=0, si se calculeze suma X+ X" + X t—t+t—+—.
X X X X
Adrian Stan
2. Sa se determine numerele prime X, Y, z astfel incat xy + yz + xz +149 =6xyz .
Adrian Stan
I11. 1.a) Sa se arate ca «/XZ +y? > X\;—Ey, VX, yeR.
b) Pentru orice a,b,ceR, cu a+b+c=1, sd se demonstreze ca suma
S=\(a+b+c)?+(a—b+c)? +/(a+b—c)*+(-a+b+c)* ) /2. Adrian Stan

Clasa a X-a Tehnologic
l. Sa se demonstreze ca pentru orice numar real a exista relatia log, (az +2a+ 6) >2-log, 2.

Adrian Stan
1 1
Il. Se considerd numerele: a = \/7—4\/5— \/§—2 < b =—+f</:-3/§,
( ) Ya+32+1 \4
70 35)
c=log,—=+lo — | . Sd se compare numerele.
9; 33 95 e p
« 1 1 .
[1l. Determinati X,y € R, stiind cd X+—=2>2,/3y -y ——F—. Livia Stan
Clasa a XlI-a Tehnologic
e™ Inx
I. Se considera matricea A(X) = 1 |, XxeR_ *.
Jx =
X
a) Sa se calculeze suma A1)+ A(2)+A(2°)+...+ A(2°) ;b) Sa se calculeze det| A(1)**- A(2)* ].
Livia Stan
log,a 1 0
Il. Se considera matricele H(a)=| 1 1 1],a)0. Sa se calculeze determinantul matricei
a 01
H2) + H(2%) + H(2%) + ... +H(2""). i
SiNX (a3 2 X X
1. 1.8 se caleuleze limitele: 1. lim 2 CINXTCOSX)” = -y, 100,227 +47)
x>0 In(1+sin x) +2x x>= |0g,(3+3* +9%)
: P02 N2
3. lim (L+sin x-+sin” x) 1. Adrian Stan

x>0 sin® x+4sin x
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Clasa a X-a Stiinte si M1

1. Daca @=100,,43 si D=100,,,, 5 ardtati cd 109,675 =3(3a+2b).

3201
Darstaru Gheorghe

2.Fie 7,,2,,2,€C
a) S scarate ca |z,[ +|z,[ +|z| > Re(z,2, + 2,2, + 2,2,

b) Daca |21|2 +|Zz|2 +|Z3|2 = Re(zlzz +2,2,+ 2321) atunci z,,2,,2, eR. Luminita Petrisan

Clasa a XI-a Stiinte si M1

3 £3
1. Se considera matricea A = ( j . Si se determine N e N pentru care det(A+ A’ + A +...+ A") =0;

Adrian Stan
In| (1+sinx)-(1+sin2x)-....-(1+sin nx
2. Calculati: lim [( ) ( ) ( )] . Laura Tanase
x—0 arctg2x
. In@+x") —In"(1+x .
3. Sa se calculeze limita lim (L+x7) (L+ ), neN . Adrian Stan

X—0 X"

n

n

(1))

a) Calculati lim a, b) Studiati monotonia si marginirea sirului (a, )

n—oo

4. Fiesirul (@,) , cutermenul general a, =

nx1
Luminita Petrisan
Clasa a XlI-a Stiinte si M1.

1.Pe multimea R, se defineste legea de compozitie x*y =xy—-3x—-3y+a, acR.

Determinati simetricul lui x=5.
Tanase Laura

2.a) Se da functia f :1 — R, derivabila, cu derivate continue. Aratati ca
f()+f'(x
[ICESHOT

f(x)+e”
. (SINX+CoS X
b)Calculati _[ ———dx Tanase Laura
e " +sinx

e f (x)+1|+C.

3. Fiefunctia f :R > R, f(x)= e si F o primitiva a sa. Calculati |iITJ F(cos XZ —Fd :
X— X

Aratati ca functia g: R >R, g(x) =F(x)+ f(Xx) are exact un punct de extrem.
Tanase Laura

ex(l+lnx—xlnx)dx

2% L o212 Marin Chirciu
e +x°In" x

e
4. Calculati: j
1

X2n

> 1dX, VneN".
X"+

1
5. Fie sirul (1,) ., 1, = [
0

: « 1
a) Demonstratica VneN |n—|—|n+1=2 1;
n+

_ . 2 . :
c) Demonstratica VneN | -1 ,= Luminita Petrisan

"™ (2n+1)(2n+3)

b) Demonstrati ca sirul (In)nzl este descrescator.
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Clasa a Xl1-a Tehnologic

1+4a -6a

L. Se considerd multimea M = {X (a) 5 1-3
a —od

X(a):( J, aeR}c M, (R).

4 -6 10
a) Sd se arate cd X(a) se poate scrie de forma X (a)=1,+aA, unde A:(Z 3} P :(O 1];

b) Sa se demonstreze cd M este parte stabild a lui M, (R) 1in raport cu inmultirea matricelor, adica
X(@)-X(b)=X(a+b+ab), a,beRR
¢) Demonstrati ca X (1)- X (2)- X(3)-......- X(2019) = X (2020-1).

sin X —Cos X V4

— . X€ {0; E}
e’ +sinx

1. Se considerd functia f :[0;7] >R, f(x)= "

O o | Ny

a) Sa se arate ca f admite primitive pe [0; 72'] . b) Sa se calculeze | f(x) dx. Adrian Stan
I11. Sa se calculeze: 1) jeX[ +Incos xjdx, Xe [O;Zj . 2). j 18 dx, xe(3;).
cos® X 2 (x> +9)-(x* -9)

Adrian Stan

Clasa a IX-a Stiinte si M1

1. Se considerd X €[2019;2020]astfel incat /2020 —x —+/x+2019 =1.
Calculati~/2020— X - /X + 2019 .

Darstaru Gheorghe

2. Fie x, y numere reale astfel incat x* + y* = 4034 . Aritati ci J1+%2 + \/1+ y® <2019.
Darstaru Gheorghe

3. Determinati functia f : R — R, care verifica relatia
f(x—=y)+ f(2x—-y)+ f(2y—x)=2(x—-3y+3). Livia Stan, Buziu

4. Si se arate cd 24/2% + 33 +....+ 20192019 ( 2020!, unde n!=1.2-3-...-n
Adrian Stan, Buzau
, . : 1 1 1 1
5.Pentru fiecare Nne N notam n!=1-2-3-.....n§i S, =—+—+—+..+—
i 2t 3 n!
2n-1

a) Sasedemonstrezecd VNeN, n>4 § < b) Pentru fiecare N N’ sa se calculeze [Sn] )
Luminita Petrisan

6.Fie A={(X,y) € ZxZ|2xy—x+7y =3} si B={(X,y) € ZxZ]| 3xy—2x+10y =6}.

Demonstrati ca A=B Luminita Petrisan
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Elevii care au obtinut diplome au fost urmatorii:

Clasa a V-a: Locul I. Banu Denisa- Scoala ,,M. T. Badulescu”, Casuta Flavia- Colegiul National ,, .M.
Eminescu”, Locul 1l: Oancea Vlad Alexandru si Miron Rares Florin- Scoala Gimnaziala ,, G. E. Palade”,

Jipa Carina Andreea- Scoala Gimnaziala Nr. 7, Barbu Alexandra si Balan Eliza- Scoala Gimnaziala nr. 11,
Locul IlI: Tigau Daniel, Brutaru Alexandru si Stefan Raluca- Scoala Gimnazialda nr. 11, Nica Bianca
Andreea- Scoala Gimnaziala nr. 7, Stroe Denisa, Stancu Ana Maria si Tarate Andrei- Scoala Gimnaziala ,,
G.E. Palade”, Mentiune: Sava Rares Fabian- Liceul cu Program Sportiv ,, . B. Soter”,

Stanciu Sebastian, Banciu Alexandru, Vlad Ana Maria si Dinca Alexandra- Scoala Gimnaziala nr. 11,

Pandele Alessia- Scoala Gimnaziala ,,M. T. Badulescu”,Murgociu Mihai Cristian- Scoala Gimnaziala nr. 7.

Clasa a VI-a : Locul I: Edu Andrei- Scoala Gimnaziala ,, G.E. Palade”, Locul Il: Petroiu David si lon
Antonio- Scoala Gimnaziala ,, G.E. Palade”, Cirstian Alexandra si Anghel Mario- Colegiul National
Pedagogic ,, Spiru Haret”,Premiul I11: Ciurea Andrei- Colegiul National Pedagogic ,, Spiru Haret”,
Mentiune: Radu Cristian- Scoala Gimnaziala Maxenu, Fratila Rares- Scoala Gimnaziala ,,M. T. Badulescu”,
Epure Andreea si Apostu Miruna- Scoala Gimnaziala nr. 11.

Clasa a VIlI-a: Locul I: Gresoiu Andrei si Mandild Luca- - Scoala Gimnaziald nr. 11, Mihdilescu Ana-
Colegiul National ,, B.P. Hasdeu”, Premiul Il: Grigore Rares- Scoala Gimnaziala ,, G.E. Palade”,

Premiul 111: Ciubotaru Radu George- Colegiul National ,,B. P. Hagdeu”, Sarbu Costin- Scoala Gimnaziala ,,
G.E. Palade”, Mentiune: Dumitru Andra- Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”, Teodor Alexandru- Scoala
Gimnaziala ,, G.E. Palade”.

Clasaa Vlll-a:

Locul I: Balaceanu Teodor si Musceleanu Bianca- Scoala Gimnaziala ,, G.E. Palade”, Locul 1l: Stanca
Alexandra- Scoala Gimnaziali ,, G.E. Palade”, Toma Sebastian- Scoala Gimnaziala ,M. T. Badulescu”,
Locul I11: Tudor Andreea Irina- Liceul Tehnologic ,, Sf. Mc. Sava ” Berca, Saiu Alexandra si Tanase Stefan

Daniel- Scoala Gimnaziala ,, G.E. Palade”, Stefanescu Diana- Scoala Gimnaziald ,,M. T. Badulescu”,
Mentiune: Paunescu Andrei- Scoala Gimnaziala ,,M. T. Badulescu”, Draghici Daria- Scoala Gimnaziala nr. 7,
Eni Bianca- Scoala Gimnaziali ,, G.E. Palade”.

Clasa a IX-a Tehnologic:

Locul I: Tita Madalina- Colegiul Economic Locul Il: Tita Bianca- Colegiul Economic Locul Ill: Adam
Livia- Colegiul Economic, Cojocaru Mihaela- Colegiul Economic, Mentiune: Gavaneanu Adriana- Liceul
Tehnologic ,,Meserii si Servicii”.

Clasa a X-a Tehnologic :

Locul I: Stirbu Catalin- Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii”, Locul Il: Macsim Mihaela- Colegiul
Economic Buzau, Locul I11: Tepelus Marian- Liceul Tehnologic D. Filipescu.

Clasa a XlI-a Tehnologic:

Locul I: Toader Garofita- Colegiul Economic Buzau, Il. Pand Georgiana- Liceul Tehnologic ,,Meserii si
Servicii” Locul I11: Trifan Mircea- Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii”,

Mentiune- Beceru Mihaela- Colegiul Economic Buzau, Catinca Teodora si Cucu Iuliana- Liceul Tehnologic
»Meserii si Servicii”.

Clasa a Xl1-a Tehnologic:
Locul I: Mihai Andreea- Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii” Locul Il: Vizitiu Ana Maria- Liceul
Tehnologic ,,Meserii si Servicii” Locul I11: Rosioru Ionut- Liceul Tehnologic ,,Meserii si Servicii”.

Clasa a IX-a Stiinte :

Locul I: Necula Diana- Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”, Locul 11: Raducan Mara- Colegiul National ,,B. P.
Hasdeu”, Dragan Elena- Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”, Mentiune: Vidrascu Alexandra Mihaela- Liceul
Teoretic ,, A. Marghiloman”

Clasa a X-a Stiinte:
Locul I:Dobrin Costin- Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”, Locul 11: Musat Cosmin- Colegiul National ,,B. P.
Hasdeu”, Locul I11: lancu Andrei- Colegiul National ,,B. P. Hasdeu”.
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Clasa a Xl-a Stiinte:
Locul I: Neagu Simona- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul I1: Necula Nicoleta- Colegiul National
» M. Eminescu”, Locul I1l: Pertea Melania- Colegiul National ,, .M. Eminescu”.

Clasa a Xl-a Stiinte:
Locul I: Neagu Simona- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul I1: Necula Nicoleta- Colegiul National
,» M. Eminescu”, Locul I11: Pertea Melania- Colegiul National ,, .M. Eminescu”.

Clasa a Xll-a

Locul I: Matei Mihai- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul Il: Stana Alexandru- Colegiul National

,» M. Eminescu”, Locul I11: Prahoveanu Alina- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Mentiune: Dinu Stefania-
Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Blagoi Daniela- Colegiul National ,, .M. Eminescu”.

Clasa a IX-a M1:

Locul I: Drugea Alina Nicoleta- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul Il: Grosaru Maria- Colegiul
National ,, .M. Eminescu”, Cazan Florin Ciprian- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul Ill: Cristea
Victor Andrei- Colegiul National ,, .M. Eminescu”.

Clasa a Xl-a:

Locul I: Naftanaild Bianca- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Barbulescu lustin- Colegiul National ,, M.
Eminescu”, Locul Il: David Mihai- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul Il1: Grigore Irina- Colegiul

National ,, .M. Eminescu”, Mentiune: Naftanaila Luiza- Colegiul National ,, .M. Eminescu”,
Stroe Florin- Colegiul National ,, .M. Eminescu”.

Clasa a Xll-a:
Locul I: Alexandru Daniela- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul 11: Nica Nicoleta- Colegiul National
,» M. Eminescu”, Ene Alexandru- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Locul I1l: Mondea Sorin Gabriel-

Alexandru- Colegiul National ,, .M. Eminescu”, Mentiune: Pescaru AnaMaria Andra- Colegiul National ,, M.
Eminescu”.

Stiati ca ....

Celebrul om de stiinta Johannes Kepler ( 1571- 1630) autorul lucrarii
,» Astronomia nova” ( 1609), si a traiectoriei eliptice a planetelor cu Soarele in
centru, printre multele sale preocupari privind matematica, mecanica, fizica,
astronomia s-a preocupat si de masurarea butoaielor cu vin, mai precis de
determinarea volumului lor.

Kepler este autorul celor trei legi ale miscarii planetelor, ( in 1596,
1609, 1619) , a tabelelor astronomice ce descriu miscarile planetelor si
precursorul calcului integral de care avea sa se preocupa ulterior Newton. .

El calcula volumele corpurilor urmand o metodd a vechilor matematicieni antici, astfel ca
impartind suprafetele corpurilor in portiuni elementare si apoi le aduna reusind astfel sa gaseasca

madrimile pentru 87 de corpuri noi aceasta metoda stand la baza calcului integral

in anul 1612, se remarci prin preocuparea sa privind masuratul butoaielor cu vin Intrucat anul a fost unul
bogat 1n recolta de struguri si de asemenea cduta sd gaseasca care est eforma butoaielor care sd aiba cea mai
mare capacitate la cel mai mic consum de material, fapt ce I-a condus la problemele de maxim si minim pe
care le- arezolvat.

Tn finalul cercetirii sale, in 1615 scoate cartea ,, Noua metodd de mésurare a butoaielor cu vin ” iar un
an mai tarziu 1i apare celebra carte ,, Extras din stravechea artd de a masura a lui Arhimede”.
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EN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Aritati ca dacd suma cifrelor numarului natural N este aceiasi cu suma cifrelor lui
2012- N, atunci 9 divide pe N .

Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare: Notim S(N) suma cifrelor numarului N si lucram modulo 9 :

(1) 2012-N=S(2012-N)mod9si (2) N =S(N)mod9.
Din ipoteza rezultd (3) :  S(2012- N) = S(N).

Din (2) si (3) rezulta (4): N =S(2012- N)mod9.

Din (4) si (1) rezultd (5) 2011-N =0mod9.

Deoarece, (9,2011) =1 rezulta ca 9 divide pe N .[J

(1+2+...4+2019):(2+4+...+4038)

. Raportul marimilor unui dreptunghi este ,
(2+4+....+4038): (1+2+...+ 2019)
perimetrul are valoarea 5. Aflati aria dreptunghiului. Ion Stinescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare:
1) 1+2+...42019=2019-1010=a, 2+4+...+4038=2019-2020=Db, a:b =%,

2) Numitorul. b:a=2,

3) Raportul =%: 2 =3=l,

4 L

4) P=2(L+)=2-51=5 1==

., L=2, §A=23=1
G:869 a) Fie numirul x=2"%"2.528"%_7 ncN'.  Si se afle n stiind ci: suma cifrelor
numarului x este 36348.
b) Determinati catul si restul impértirii numarului 7°®la 8.7%%.

Prof. Iuliana Trasca, Olt
Rezolvare:

a) X = 220162 . 5POINO 7 — x =5*.10%"*"2 7 atunci X =625000...0-7 = x=624999...93
—_—— —

2018n+2 2018n+1

Suma cifrelor numarului x; 6+2+4+3+9- (2018n +1) =24+18162n.
24+18162n=36348 = n =2
b) 77 = 34377 = (336+7)-7°"° =(8-7°"°)- 42+ 7% Cum7°"° <87 = catul este 42, iar

restul este 7°%°.
G:870. Determinati Ac N care are produsul divizorilor sii naturali egali cu 72

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:



- PROBLEME REZOLVATE - ot e ST
@ Sclipirea Mintii 24

Cum produsul divizorilor lui A este 72039190 , rezultd cd A este de forma 7", me N*,
Divizorii lui Asunt; ,7,7%,7°,...... , 7™ si folosind produsul divizorilor, avem:
m(m-+1)

1.7.72. 7% 7" = 7923nm 72 7203190 i 4 1) = 4078380 = 20192020 = m = 2019

G:871 Se di numirul A=2019aa,a,........ a,2019,unde a,,a,,......,a,sunt cifre Tn baza 10.

Determinati cel mai mic numar A care are suma cifrelor 2019.
Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:

Suma cifrelor lui Aeste egal cu S(A)=2+0+1+9+a +a,+.....+a,+2+0+1+9=
=24+a +a,+....+a, =2019. De aici rezultd ca a, +a, +......+a, =1995.
Pentru ca A sa fie cel mai mic trebuie s avem cat mai putine cifre a,,a,,...... ,a,, aceasta inseamna ca trebuie
sa existe cat mai multe cifre de 9.
Cum 1995=221-9+6 = A=20196999...992019 este cel mai mic numar si are un numar de 230 cifre.

221 de 9
G:872  Stabiliti paritatea numirului A= (n+2011)(3n+5)(n+2018)+7",unde neN .
Prof. luliana Trasca, Olt

Rezolvare:
(n+2018)—(n+2011) =7 = numerele n+2018si n+2011 au paritati diferite, deci unul este par

Deci: produsul (n+2011)(3n+5)(n+2018) este par. Numdrul 7"este impar, VneN . Deci A este impar.

G:873. Gasiti la ce numere trebuie impirtit numarul 3-2°"° | pentru a obtine restul 2%
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:
Se aplica teorema Tmpartirii curestin N: a=b-q+r, 0<r{b, reN,qeN*. (¥
Fie a=3-2%, r=2%"%_Atunci, b-g=a-r= 2%018.5 _ Catul q trebuie si fie un divizor al lui 2.5
Pentru q=1=b=2"".52""" =4. Pentru q=2=b=2*".52.2"" =r.
Pentru q=4=>b=2%"°.5)2%.22"° =,
Pentru =5=b=2%" =r, contradictie cu (*).
Analog, pentru cazurile g =2",n>3 si q=5-2% 1<k <2018se obtin contradictii.
Asadar, impartitorul b poate fi doar Tn multimea {5-22016;5-22017;5-22018}

G:874] si se arate ca abcabc...abc+bcabca...bca+cabcab...cab= aa..a + bb..b + cc..¢.
2019 litere 2019 litere 2019 litere de20190ri  de20190ri  de2019ori

Constantin si Elena Ciobica, Falticeni
Rezolvare:

abcabc..abc=a-10*® +b-10®" +¢-10%% +...+a-10° +b-10+c¢C
2019litere
bcabca..bca=b-10*® +¢-10*°" +a-10**° +...+b-10* +c-10+a
2019litere
cabcab...cab=c-10*® +a-10*" +b-10*® +...+¢-10° +a-10+b . Evident,

2019litere

abcabc...abc +bcabca.. bca + cabcab...cab =a-10*® +a-10®" +a-10*° +...+a-10° +a-10+a +
2019 litere 2019 litere 2019 litere
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+b-10%°8 4 b-10*" +b-10°* +...+b-10° +b-10+b+¢c-10°® + ¢-10** +¢-10®° +...+¢-10° +¢c-10+Cc =

= aa..a + bb..b + cc..c .
de20190ri de2019ori  de2019ori

= Clasa a VI-a

G:875. Rezolvati,in Z , ecuatia X°+ 2Xy =4—x-2y. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenta cu (X+)(x+2y)=4cu solutiile:

xy) € {(0:2).(-2,-1),(-52)}.

G:876. Fie p=2°-3°-4"....-9°. Aritati ca “p” se divide cu 210°si gisiti ultima cifri nenuli a lui p.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

Rezolvare:
Se descompun bazele 4, 6, 8, 9, in factori primi si se aplica proprietétile puterilor:

p=2°.3".5°.72 =(2.3.5.7) . 2% .32.72 = 210°. 2% .32 .72
U(p)=U[U(21°)-U(6”)-U(2°)-U(7*)|=U(L:6-2-9) =8.

G:877. SiserezolveinZ ecuatia: X° + y2 =x}+ Xy . Gheorghe Ghiti, Buziu

Rezolvare: Se observa ca x divide y, rezultd Yy =kX, k € Z.
Inlocuind in ecuatie, obtinem: X* +k*x* = x> +kx* & x*(1+k*—x—k)=0=
de unde rezulti solutiile (X;Y) € {(O; 0) , (k2 —k+1,k(k* -k +1)} .

. Cite numere naturale sunt divizibile cu 2013 si au exact 2013 divizori naturali ?
Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:
Fie N numarul natural care este divizibil cu 2013 si are 2013 divizori naturali.

Fie n=p,” -...- p,“, descompunerea lui nin factori primi, unde p,,..., p, sunt numere prime distincte si

k
a,,..., , numere naturale.Astfel ca numarul divizorilor lui n este dat de : H (ai + 1) =2013=3-11-61.
i=1
Deoarece neste divizibil cu 2013, rezulta ca fiecare factor prim al lui 2013 este un factor al lui n. Deci,
k=3si {0(1, a,, 0y } = {2,10,60}. Asadar, trebuie s3 avem {pl, P,, Ps } = {3,11,61}.

32.11°.61%,3%.11% .67, 31 .11%2.61%°,3'° .11% . 61%,3% . 111° . 612,3%° .11? - 61°.

. Si se arate ci numirul A=12"-2"".3+3"".2" —18este divizibil cu 10 pentru orice n
numar natural nenul.

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:

A=2"(6"-6)+3(6"—6)—18=(6"—6)(2" +3):10, deoarece ultima cifrd a numarului 6" —6 este zero.
(G:880. Aritati cad numirul A nu este pitrat perfect, unde

A=[2560+1.2+42-3+34+...+99-100— (2* + 3 +47 +...+100%) | +2.
Adrian Gobej, Curtea de Arges
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Rezolvare:
A=[2560+(1~2—22)+(2-3—32)+...+(99~100—1002)T° 2=

A=[2560+2-(~1)+3-(~1)+..+100-(-1)]" +2=

10
A= [2560 —(2 +3+4+...... JrlOO)]lO +2= [2560— 1022. 50} +2=10"+2 , care nu poate fi patrat

perfect deoarece ultima sa cifra este 2.

, unde n

n
. Se considera numirula=(1+ ! + L +..+ 1 j X
1+2 1+2+3 1+2+3+..+2019 ) 2"
si X sunt numere naturale.
Sa se determine cel mai mic numir natural X pentru care numarul a este natural nenul.
Determinati n pentru care numarul a gasit la punctul a) , are 121 divizori naturali.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

n(n+1)

Rezolvare: Se stieca 1+2+3+...+n= , atunci, numarul dat se scrie succesiv :

2 "X 1 1 !
a=1+—+—+.+—|  —=X| =t —F—+.F— | =
( 2.3 3. 20192020) 2" (2 2.3 3.4 2019-2020]

=X- 1—l+l—1+....+i—i =X- 1—i :x-2019 . Cum 2019 si 2020 sunt prime
2 2 3 2019 2020 2020 2020"

n
intre ele, rezulta ca fractia

— este ireductibild iar numarul a este natural doar daca x este un multiplu de

2020".
Cel mai mic numir natural X pentru care numarul a , este natural nenul este X =2020" = a =2019".

Descompunerea lui 2019 in factori primi este 2019 = 3-673 = numirul de divizori al lui a=3"-673" este
(n+D)(n+1)=121= n+1=11=n=10.

= (Clasa a VII-a

2019 2019 2019

G:882. Fiex,y,z€[0;1]. Aritati ca X + y + z <1.
1+xX+xyz 1+y+xyz 1+z+xyz

Tn ce caz avem egalitate ?
Tutescu Lucian, Roxana Vasile, Craiova
Rezolvare: (1-y)1-2)>0=1+yz>y+z
X2019

1+ X+Xyz =1+ XA+ y2) 21+ X(Y+2) 2 X+ Xy + X2 = <X
1+X+Xyz X+Yy+z2

Analog pentru celelalte si prin adunare se obtine inegalitatea.
Egalitate avem pentru x=y=z=1. Generalizare pentrux ,y,z € [0; a] , etc.

2b " 2¢c ' 2a
Cremeneanu Luiza, Prunaru Constantina, Craiova

a’+1 b®+1 c®+1
(G:883. Fie a,b,c> 0. Aratati ca max{ }Zl
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Rezolvare:

a’+1 b>+1 c®+1 .
T {1, rezulta ca
C a

care inmultite membru cu membru ne dau : (a® + 1)(b® + 1)(c* + 1) < 8abc (1)
Cuma’+1=2a,b*+1=2b,c®+ 1= 2c, rezultd prin inmultire membru cu membru ca

(@® + 1)(b* + 1)(c* + 1) = 8abc (2)

2 2 2
a +l<1’ b2+1<1' 02+1<1
c a

Presupunem prin absurd ca max{

Cum (1) si (2) sunt contradictorii rezulta max ,
2b  2c 2a

2 2 2
a“+1 b°+1 c +1}21_

1

. 11
G:884,. Numerele naturale @, ,a, ,..., 8,y sunt invers proportionale cu numerele 1,5 § m si

&, +8, +... + 8y =2020°.  Determinati numerele naturale @, ,a, ,..., Ay -

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare:
Numerele naturale a a,,, sunt invers proportionale cu numerele 1 i 1 L
a]_ 1 Ao ey Qo019 prop 12 ’3 1uy 2019
4 B & By -k jei123..,2019)
atunci : 1 2 3 2019
& +a+.t8y =K+3-k+5-k+..+2019-k =k -(1+3+5+...+2019) = k - 1010
=k -1010* = 2020° = k =4 . Rezulta, a=4,a,=8 ... 8,,=8076 .

. Fie k > 0. Aritati ci daci aria unui patrulater convex este 2k, iar suma diagonalelor este
4k, atunci patrulaterul este ortodiagonal.

Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: Daca patrulaterul are diagonalele d,sid, , iar  este unghiul dintre ele atunci aria trapezului este

_d,d,sina

A . Din ipoteza si Sina <lavem:

d,+d,

(1) 4k*=d,d,sina <d,d, . Din inegalitatea mediilor si ipoteza rezulta ,/d,d, < 2k

< (2)d,d, <4k>. Din (1) 5i (2) rezultd ca avem egalitate. Deci, Sina =1 <> a =90°.

(5:886|. Si se determine triungiurile ABC de laturi a= «/ﬁ b=(n +1)\/ﬁ, c=nv2n+1, neN¥*,
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Pentru a exista un triunghi trebuie ca orice laturd sd fie mai micd decét suma celorlaite

doud. Inegalitatea a ( b+c este evidenta.

Inegalitatea b ( a+c < (n +l)\/ﬁ ( Jn+nd2n+1 < ndn { Ny2n+1 , adevirati pentru orice n

natural.
Inegalitatea

c(a+bond2n+1 ( Jn+(+)Jn <V2n+n (n+2 <2n’+n(n’+4n+4
on’-3n-40< (n+)(n-4) 0= n-40<nefl,2,3}.
Numirul triunghiurilor este trei: un triunghi de laturi 1,2 si +/3, alt triunghi de laturi
V2,3v2 5t 24/5 s un al treilea triunghi de laturi v3,4v3 st 3v/7.
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2
(G:887|. a)Sa se arate ca: i ( E'§~§-....'2n_l ( 3 , VneN¥*,
4n 246 2n 4(2n+1)

3:5:7-...-(2n-1
b) Rezolvati in N*, ecuatia: | 5- ( ) =1, unde prin [a] se noteazi partea intreagi a
4-6-8-...-(2n)
unui numar real a. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
2
Se demonstreaza mai intdi inegalitatile: 2k=2 ( (Zk _1j ( 2 _1, vk>1 (*).
2k 2k 2k +1

Astfel,

2k -2 ( (Zk—l

2
o o j o 2k(2k-2) ( (2k-1)? < 4ak®—4k ( 4k*—dk+1<0 (1

adevarat.

2
(Zk‘lJ ( 2K ‘1@ 2k —1)(2k +1) ( (2K) <> 4K? —1 { 4K?, adevrat.

2k 2k +

Dand valori lui k din multimea {2, 3,4,..., n} in inegalitatile ( *) obtinem succesiv:

1 (1Y _ 1 2 _(3)_3 4 _(5Y _5 2n-2 ,(2n-1Y", 2n-1

<] <=, <2 <3, e R , ( ( .

4 \2 4 4 \4 5 6 \6 7 2n 2n 2n+1
Inmultim membru cu membru aceste 2n-1 inegalitati si obtinem
124 222 ( P?( £§-§-....-2n_1,undeam notat P ( 1.§.§_...._2n—1.
4 46 2n 4 57 2n+1 2 46 2n
Se obtine ca 2 ( P?{ 3 , de unde rezulta inegalitatile a).

8n 4(2n+1)
Cu notatia facuta ecuatia se scrie [1OP] =11 < 10P ( 2,sau 1< 100P? ( 4. 2).
Din a) rezulta: 100 ( 100P? ¢ _30 (2).
4n 4(2n+1)

2 7
Inegalitatile (1) si (2) sunt simultan adevarate dacal < 2 ( 100P? ¢ 2—51<4. Rezulta n<25 si n>9.
n n+

Deci multimea solutiilor naturale ale ecuatiei date este: S = {9;10,11, ey 24, 25}

. Cit la suti din aria cercului circumscris triunghiului echilateral ( A ;) este aria cercului inscris
corespunzitor (A ,)? b) Verificati relatia 2 °° A ;=2 03 A,

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:

A))A1=[[R% 2)A,=[[T=25%A..
b) Relatia devine A , =25% A ; (A).

= (Clasa a VIII-a

. Fie n:\/(XJr y+11)2+\/(x+ y—14)2,Xe(—6;5), ye(—5;9).Arﬁtati ca \/ﬁeste numar

intreg. Daniela Badea, Ploiesti
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Inmultind inegalititile (1), (2) si (3) membru cu membru gasim:

x?y*z® > (2x—-1)4y —3)8z 7).

Pentru ca avem egalitate rezultax =y =z = 1.

G:893] Aflati meR astfel incat ecuatia (M—2)x* —2(M+2)Xx+m=0 si aibd solutii reale.
Ion Stinescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare: Ecuatia are solutii reale daca discriminantul ecuatiei este pozitiv.

A:(Z(m+2))2—4(m—2)m=24m+1620:>m2—§ .

G:894. Aritati ca existd numere naturale m si n distincte , astfel incAt numérul

x=3"4+3"+3%+3" | sifie cub perfect.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:

3
Pentru ca x sa fie cub perfect, el trebuie sia fie de forma X:(3k+3') adica

x=3%+3.3%.3 +3.3.3% 13", 1<k(|, k,leN. cum 37 =(3°)", putem lua1 = 19. Atunci

x = 3% + 3%+ 1 339 1 35 pe care- putem scrie sub forma x =3" +3" +3% +3% .

Vom cerceta daca existd K € N* pentru care unul din termenii 3%, 3%*% 3**este egal cu 3*°.

Se verifica pentru 3H0 3% =2k +20=46=k =13 iar X se scrie
x=3° +3% 132 37 = (3% +39)° pentru (m,n) €{(39,52)!

Daca 3“¥ =3"=k+39=46=k=7 iar x se scrie x=3"+3"+3%4+3" =(3"+3")° pentru
(m,n) € {(21,34)} .

G:895| Sii se rezolve ecuatia [Nx]+{(N+1)x} =n+2, neN*,
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Ecuatia se scrie: [nx]+(n+1)x—-[(n+1)x]=n+2 <

notam — —
[nx]—[(n+1)x]:n+2 —-(n+Y)x = keZ=> X:n_'_2 K =1+1 k,ecua‘giadevine:
n+1 n+1
[n+n(1_k)}—[n+2—k]:k <:>n+[n(1_k)}—n—2+k:k c{n(l_k)}:z
n+1 n+1 n+1
Din definitia partii intregi avem: 2 < nd=k) (3<:>2+gsl—k ( 3+§<:>—2—§(kﬁ—1—g.
n+1 n n n n

Avem cazurile:

1) Pentru n =1 obtinem -5k <-3=k € {—4; —3} = Xe {3; %} :

2) Pentru n =2 ob‘;inem—%(k <-2=ke {—3; —2} = Xe {2; g}

3) Pentru n = 3 avem: —3S—2—§<kS—l—g(—1:>k:—2:>x=nL4.
n n n+1

G:896. Se considera functia f : [l; \/E:| —>R, f(x)= \/;+\/X—1—\/12— X% .
Sa se compare f(X)si f(y)pentrul<x (y< J12.

Sa se rezolve in R , ecuatia X +x—1-+12-x% =/2.

lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
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Rezolvare: n:\/(x+ y+11)2 +\/(X+y—14)2 =|x+y+11+|x+y-14
xe(—6;5) <= —-6<x<5
ye(-59)=-5<y<9

}:—11< X+y<1ld =0<x+y+11<25=|x+y+11]=x+y+11

= -25<X+Yy-14<0=|x+y-14|=—x—y+14
=>nN=X+Yy+11-x-y+14=25 —Jn=y25=5¢Z.

2
G:890. Fie a,b>0cu proprietatea a® +b* = 2. Aritati ca b+ - > /3(a® +2b%).

Nela Ciceu, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare: Deoarece a° +b® =2, inegalitatea se scrie succesiv

3 3
b+2 +bb > J3(a? + 2b?) < a® +ab? +b® > aby3(a? + 2b?) =
a
< a’+a’h* +b° +2a’b® +2a’b’® + 2ab® > 3a’h* + 6a°h* <
< a’—a*+2a’® -5a’b’ +2ab® +b® >0 < (a—b)*(a* +2a’b +2a’b® +4ab® +b*) >0.
Avem egalitate dacd si numai daca a=b=1.

. Sa se demonstreze ca dacd N >1 este un numar natural si P un numir prim astfel incét
n| p—1si p‘n3 —1, atunci N® + n+1 este numir prim si P+ N este pitrat perfect.

Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare: Deoarece n| p—1, deducemca p=21(modn) si n< p—1.Deci, n—1< p,sicum p este prim

avem ci (I‘l -1, p) =1. Deoarece din ipoteza p‘n?’ —1=(n=-1)(n* +n+1),sicum (n -1, p) =1, avem ca
p‘n2 +n+1. Fie k un numir natural nenul astfel incat n®> + n+1= kp. Astfel,

2 2
k =kp=n?+n+1=1(modn)si deoarece p2n+1,arelocrela§ia:k:n +n+1£n +nl+1<n+1,
p n+

de unde rezultd k =1si prin urmare N +n+1= p. Deci, N* + N+1 este numar prim .Astfel, prima parte a
concluziei este demonstrata.

in continuare, p+n=(n®>+n+1)+n=n?+2n+1=(n+1)* =patrat perfect. Q.E.D.[]

(5:892. Rezolvati in multimea numerelor reale strict pozitive sistemul:

xy? +7 =8z
y’z* +1=2x. Citilin Cristea, Craiova
2°x+3=4y
xy> =8z-7
Rezolvare:  Sistemul se scrie echivalent 4 y’z* =2x-1
2'x=4y-3

Inmultind membru cu membru cele trei egalitati avem x°y*z° = (2X —1)(4y — 3)(82 - 7). Pe de alta parte
avem: x* >2x—1, cu egalitate pentru x=1. (1)
y*+3= (y“ +1)+ 2>2y* 4+2= Z(y2 +1)2 4y deci y* >4y -3 cu egalitate pentru y=1.(2)

8 +7= [(22)4 +3J+4 >47° +4= 4(22 +1)2 8z deci z® >8z—7 cu egalitate pentru z=1.(3)
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) 1001 (1) = (=) +(Vx-1-y-1)- (J12—x2—J12_y2):

(X—Y) 1 X+Yy
\/;“L\/_ Vx=1+y-1 \/12 X2 +4J12 - y?

b) Pentru ecuatia f(X) = 2 singura solutie este x = 3.

Fie 1< x(3= f (X)( f (3) =+/2 . Contradictie.

Daca 3(X < J12= f )= J2 (f(X) . Contradictie.

(0, ¥x{y. Asadar, f(X){f(y).

. O prisma dreapti ABCDA'B’'C'D’ cu baza patratul ABCD de laturd 12cm are masura
unghiului dintre BD' si planul (AA'B) egala cu X.
a) Aritati ci x < 45°;
b) Calculati cos x pentru care paralelipipedul ABCDA'B'C'D’ este cub ;
¢) Se sectioneaza paralelipipedul ABCDA'B'C'D’ cu planul (D’AM) unde M este mijlocul muchiei CC’.
Calculati aria sectiunii obtinute in cazul in care CC'=12 cm.

Daniela Badea, Ploiesti

Rezolvare. a) P, D'B=A'B=m(£D",(AA'B))=m(£D'BA) =
AABA'dreptunghicinA = A'B>AB< A'B>A'D'
D'A'L(AA'B),A'BC(AA'B)=D'A' LA'B

AD'A'B dreptunghicin 4’ = D'B>A'B>A'D'=90° >m(£A'D'B)>m(£A'BD’)
Cum AD'A'B nu este dreptunghic isoscel = m(£A'D'B)>45° >m(£A'BD")

J6

b) AD'A'B, XA'=90°, A'B =12+/2cm,D'B :12\/3_’cm:cosx:?

¢) D'MNDC ={P},AP c(ABC),AP\BC ={N} =N €(D'AM)

(ADD')N(D'AM)=D'A

(BCC)N(D'AM)=MN = D'A|[MN.

(ADD)lI(BCC))

Tn AD'DP avem OM linie mijlocie =DP=24cm =AP=12 g cm

AD'DP = AADP(CC)=> D'P = AP = AD'AP isoscel, PS L AD' = AAPS xS =90 ° = PS =18 L em
AD"PS

= APAD' = = 216Cm2
in AADP avem MN linie mijlocie = % :%: Ao = % Ao = Aoy =162Cm?,
AD'
D' C'
A -
B M
D c P
N
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= Clasa a IX-a

L:679. Fiea,b,c,a+b+c numere rationale care nu sunt intregi . Aritati ci exista k EN” astfel incat

ka , kb , ke nu este numaér intreg 1 < {ka} + {kb} + {kc} <2, unde {x} reprezinti partea fractionara a
numarului real X.

Alina Ghita, Craiova, Madalina Giurgescu, Bucuresti
Rezolvare: Fara a restrange generalitatea putem presupunea,b,c€(0;1)

Putemluak=1=>{a} +{b}+{c}=a+b+cE(1;2)

L:680. Se consideri sirurile (a“)nzl’ (bn)nZl definite prin a, =8n—4, b, =2%, neN*;

a) Determinati n € N*astfel incat a, +a, +.....+a_ = 2020°;

b) Calculati suma S =b +b, +....+D,,,. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:
a) a,,, —a, =8n+8-4-8n+4=8=ct. Atunci, (a, )nZl este progresie aritmetica.
: P 4+8n—-4)-n
Asadar, membrul sting este suma unei progresii aritmetice, % :

w =2020% = 4n* = 2?-1010° = n=1010.

_ b .
b) b, =2""" = l;—*l =2%=(q. Atunci, (b, )nZl este progresie geometrica.

n

_ 4. 94 | ~82-4 | 834 82020-4 __ ~4 -4 16160

b=2" S=2"+2""+2""+..42 =2 -(28)2020 1_10 (2 1).
21 255

L:681. Calculati S:22+32+52+62+72+82+...+((n2—2n+2)2+...+(n2—1)2).

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede
Rezolvare: Observim ci S este suma patratelor primelor n? numere naturale, dar fard

=1, #=2°9"=3" (")’ =n*. Deci, $=1"+2"+3"+..+(n°)" (1" + 2" +...+n" ) care se

determina timand cont de relatia de recurenta S, =1+ 2" +3“+...+n",

L:682. Fie (an)nZl o progresie aritmetica cu a, =5 si a,, =21.
a) Calculati S;;

2 2 2 2

b) Aritati ci 2, +& Foent 2 2019 > 20192021 Laura Tinase, Buziu
1 2 2019 1010

Rezolvare:

Evident, r:%:z, a=a,-r=3 S :wzn(n+2).

b) Folosind inegalitatea Titu Andreescu obtinem:

@ @ @ @t tetay)’ Sty _2019°-2021° _ 2019-202°

1 2 2019 1+2+3+..+2019 2019-2020  2019-1010 1010
2

a*+6a’+1 b*+6b°+1 c*+6c°+1 >1
Ab(b?+1) " 4c(c®+1) " da(@’+1) |
Claudiu Ciurcu, Anicuta Betiu, Craiova

L:683. Fie a,b,c > 0. Aritati ci max{
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Rezolvare: Presupunem prin reducere la absurd cd maximul cerut este mai mic decat 1, adica fiecare
raport este mai mic decat 1. Prin inmultirea celor trei rapoarte obtinem
4 2 4 2 4 2 4 2
a +62a 1 b +62b e +6§ 1 ( 1. Dar cum w21 deoarece (a—1)* >1. Analog pentru
4b(b*+1) 4c(c°+1) 4da(a”+1) 4a(a” +1)
celelalte rapoarte, obtinem ca produsul rapoartelor este mai mare sau egal cu 1. Contradictie.
Asadar, enuntul problemei este adevarat.

L:684. Fie a,b,c,d > 0. Si se demonstreze ci inegalitatea

ava . bvb . cc d\/_ L4 4/(a+ 2b)(b +2c)(c + 2d)(d +2a)
bvb oV dvd  ava 3-4/abcd

Roxana Mihaela Stanciu, Buziu si Nela Ciceu, Baciu

Rezolvare: Folosind inegalitatea mediilor obtinem

a«/5+a\/5+a\/5+b\/5+b\/5 c/e S5 6.6 Ja® _ 6a
bvb bvb bvb cvo o dVd  {bicid®  #/abed
:>a\/5+b\/5 e d\/_ a+b+c+d
ovb oo dvd a\/_ 4/abcd
a+b+c+d a+2b+b+2c+c+2d +d+2a 4-4/(a+2b)(b+2c)(c +2d)(d +2a)
Yabed 3-4/abcd 3-4/abed

L:685. Numerele reale strict pozitive X, X,,....., X,s verifica relatia X, + X, +.....+ X,; =25.

. Aplicand din nou inegalitatea mediilor rezulta

X X - .
Aritati ci le +—*—+..+—=2—<5. Tncecazavem egalitate ?
,+3 2x°,+3 2X s +3
Ion Pitrascu, Alina Georgiana Ghita, Craiova
. X X+4
Rezolvare: Pentru orice x > 0 avem : — < ™.
2x° +3 25

Tntr-adevar relatia (*) se scrie : 25x < 2x° + 8x% + 3x + 12 sau 2x° + 8x*--22x + 12> 0 , adicd 2(x — 1)*(x+6) >
0, cu egalitate pentru x=1

Folosind inegalitatea (*) ob{inem Z X < i X +4 = 3 . (25 +4. 25) =5.
& 2x%+3 4 25 25

Egalitate avem pentru X; = X, = ... = X5 -1.

X _ oy 7 ax 79y
L:686. Sa serezolvein R, ecuatia: 3 -2 + > -3 = > —2 :
5°+2Y 2V+43° 5 +3

lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
Rezolvare:
a-b c-a c-b
Se fac notatiile a=3")0, b=27)0, ¢ =5)0 iar ecuatia datd devine - = sau
c+b b+a c+a

[a—_b+1j+[ﬁ+1]+(b;c+lj:3.Rezuté S= a+c+b+c+b+a:

c+b b+a c+a c+b b+a c+a
Cum cei trei membri ai sumei notatd prin S sunt strict pozitivi , se verifica inegalitatea mediilor

S>3_i/a+c_b+c'b+a_
~ \Nc+b b+a c+a

. : . e o . , .a+c b+c b+a
Cum S=3, inegalitatea mediilor se verifica cu egalitate si atunci = = , de
c+b b+a c+a
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unde obtinem egalititile simultane: (b+c)? =(a+b)(a+c), (a+b)*=(a+c)(b+c),
(a+c)* =(a+b)(b+c).

Adunam membru cu membru aceste trei egalitati si obtinem:

(b+c)* +(a+b)* +(a+c)* =(a+b)(@+c)+(a+c)(b+c)+(a+b)(b+c) deunde
(a—b)’+(b-c)Y’+(c—a)’=0=a=b=c=x=y=z=0.

Sclipirea Mintii

L:687. Si se demonstreze prin metode elementare egalititile:

50 1 . T .2t . 3n . 4xn 5n\/1_1

COS— —C052—+C033—R—COS4—+ COS—=—,; sin— +sin— +sin——sin—+sin—=——
11 11 11 11 11 2° 11 11 11 11 11 2

Vasile Mircea Popa, Sibiu

(in legdtura cu articolul ,,Sume gaussiene si consecinte trigonometrice” din GM-B, nr. 7 / 2006).

Rezolvare: Notim:

T 21 3n 4Am 5n 21 3n 4m 5n
E =cos—-cos— +c0Ss——-cos—+cos— , F= S|n—+5|n—+sm——sm—+sm—
11 11 11 11 11 11 11 11

. . LT _
Pentru a demonstra prima egalitate, calculam E ~S|nﬁ . Transformand produsele care apar in sume, se obtine

e=1.
2
Pentru a demonstra a doua egalitate, calculam F. Transformand produsele care apar in sume, se obtine
E 11 11 .
F2 = 5+T: , de unde Fz%,deoarece evident F > 0.
111 1 1 2n
L:688. Sa se arate ca: 1—5 §_Z 2n 1 o> 3n+1 VneN’. Gheorghe Ghita, Buziu
Rezolvare:
111 1 1 1 1 1
Din egalitatea Botez-Catalan: 1-—=+—=——+...+ = + +...+—, inegalitatea se
J 27374 2n1 2n n+l n2 " Tont M9
1 1 l 2n .
rescrie: —+—+ —2>—7,VnelN .
+1 n+2 2n 3n+1’
D|n inegalitatea C-B-S, avem:
1,1 01 2 P T (1+1++1) n’ 2n
i 2t o T ez T T han S n2+142+. +n n(3n+1) T3+l
2

de unde rezultd inegalitatea de demonstrat.
Inegalitatea de mai sus se poate demonstra si prin metoda inductiei matematice.

Observatie. Inegalitatea propusa este si o generalizare a inegalitatii C.2814 din Gazeta Matematica, nr,
12/2004, Aurel Dobosan, Lugoj .

L:689, Dacd a;,a,,.,d, sunt numere reale strict pozitive cu a;a,..a, =1 si notim

S=a;+a, +..+a, ,sa se demonstreze ca avem inegalitatea:

2 2 2
a a a
1l 2 4. +—
s—-a;+1 s-a,+1 s—a, +1
(in legatura cu problema O: 1172 din Gazeta Matematica nr. 10/2007).

>1 Vasile Mircea Popa, Sibiu

Rezolvare:
+a,+..+a
el D>acd, . d, =12 8 +a, +..+8, 2N=52n|(s+1) = s* > (n-1)s+n
n

Folosind inegalitatea Cauchy- Buniakovski- Schwarz, putem scrie:
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N(s—a, +1) +(s—a, +1) +...+ (s—a, +1)]>

a
+ ot
s—a1+1 s—a,+1 s—an+1

2 2 2
1 a, ay

a
> ( S—a; +1+———2——-fs—a, +1+..+ —"—= - s—a, +1)° =

=(a, +a, +..+a,)> =s°

2 2 2
. a a a
Deci, (—+—+——2— 4. +—"1 )[(n-Ds+n]>s?
s—-a;+1 s-a,+1 s—a,+1

2 2 2 2
a a a s

Rezulti —21— + ——2 "> >1

+... 2
s—a;+1 s—-a,+1 s—a,+1 (n-1)s+n
Observatie: pentru n=3 se obtine problema O: 1172 din Gazeta Matematica nr. 10/2007.

L:690. Sa se arate ci, in orice triunghi ascutitunghic sau dreptunghic ABC, are loc inegalitatea:

2 2 2

a+m b+m c+m 1 1

( 0 2a) +( 5 Zb) +( ZbZC) <5(—+—+—j notatiile fiind cele uzuale.
C ca a C

a® b?
Catalin Cristea, Craiova
Rezolvare:

Triunghiul ABC fiind ascutitunghic sau dreptunghic rezulta ca b® +c¢? >a’.
2 2 2 2 2 2 2, A2 2 2
(a+m,)* _2fa®+m,?) 3a?+2b?+2c? _3b?+c?)+ 2%+ 2 :§(3;+EC

Avem succesiv:

bc® = b%®  2b%® 2b%c? 2\b® ¢’
(b+m,) 5(1 1) (c+m)) 5(1 1)
i analog 2 <= — 4 — | el <2~ 4|
§1 analog c2a? Z(Cz azj a’p? ol o2 " g2
2 2 2
Adunand cele trei inegalitati obtinem ca (agzr:;) +(b:2::§) +(C;:2°) <5(a—12+bi2+cl2}.

Egalitatea nu poate avea loc deoarece, in acest caz, ar rezulta a=m,, b=m,, c=m, de unde obtinem

. . o 2 2 2 .
imediat ca @® +b*+c®>=m_" +m," +m_° < a’+b*+c* =0 ceea ce evident este fals.

L:691. Aritati ci nu existd numere reale X si numere rationale y astfel incat: “1-y) =
-y
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:

Observam ca pentru X =0, y =0,y #1, =3 (*) 3y -3y*+x=0.

X
y*(d-y)
Fie y = % ,cu asib intregi, b > 0,(a, b) = 1 care verifica (*).

Avem ca (**) 3a® —3a’b+b3x =0.

Rezulta b‘Sas, dar (a, b) =1.Prinurmare b=1sau b =3.

Daca b =3, din (**) obtinem 3a®—9a?+27x=0<a’®—-3a® +9x =0, de unde rezulti ci 3|a
contradictie ! (deoarece (a, b)= 1).

Asadar b =1, iar din (**) rezulta X = 3a’(1—a), care inlocuit in (*) conduce la :
3

y -y’ -a’+a’ =0« (y-a)y’+y(a—1)+a?—al=0.

Trebuie ca ultima ecuatie sd aiba numai radacini rationale.Deci discriminantul ecuatiei din paranteza patrata
trebuie sa fie In primul rand pozitiv.

Astfel avem: A = —-3a® +2a+1=(1-a)(3a+1) >0, si tindnd cont ci aeste numir intreg
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obtinem a € {O,l}.in ambele cazuri rezulta X=0si Y € {0,1}, contradictie!(vezi conditiile initiale).
Prin urmare, nu exista numere reale X si numere rationale Y care verifica relatia din enunt.

L:692. Fie ABC un triunghi, I cercul siu circumscris si M mijlocul laturii BC . Paralele prin Ala
BC intersecteaza cercul I'Tn punctul P, iar dreapta PM intersecteazi acelasi cerc in punctul Q. Si

se demonstreze ca AB-QC = AC - BQ.

Nela Ciceu, Bacau si Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare: Daca AB = AC, concluzia este evidentd. Presupunem cd AB < AC. Notdm cu T intersectia
dintre dreapta AM si cercul I". Trapezul ABCP este isoscel, si atunci triunghiul AMP este isoscel cu
AM = MP . Deoarece patrulaterul AQTP este inscriptibil, avem

ZPQT = /PAT = ZAPQ , deci AP|BC|QT .

Rezulta cd dreapta AQ este simediana atat in triunghiul ABC cét si in triunghiul QBC . Daca AQ

intersecteaza latura BC n punctul D, atunci
BD AB’ BD BQ°’
DC AC?’'DC Qc?’

de unde deducem cd AB-QC = AC - BQ.

L:693. Fie a,b,c E(O;OO)CU a’ +b? +c? <3. Sa se arate ci

w

a + b + ¢ >— Emil C. Popa, Sibiu
b+@+vb+3b)-b? c+@+Jc+3c)-c®2 a+r@+Va+3a)-a® 4 o

Rezolvare:
2
a
b

= . Utilizand inegalitatea Cauchy- Schwarz-
e b+(1+JB+J’) b? ? 1+(@1+vb +3b)-b

s ()
Buniak ki z a cyc b
uniakowski: TN TS b2_3+2b+z\/b_3+z g

cyc cyc cyc
2
cyc cyc cyc cyc 2 cyc cyc cyc
2
z Ib* < Z 20" +1_2 sz +1, Rezults,
cyc cyc 3 cyc
9 9

a
czyc: b+(1+\/6+§/6)~b2_3+ zbz sz sz 25 23sz

= (Clasa a X-a

L:694. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: 8x> —6x—1=0.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

1
Rezolvare: Deoarece, 8x°* —6x—1=0 < E =4x® —3X rezulticad Jax [0,27;] astfel incat:
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X = COS« . Deci, %: 4x* —3x=4c0s° @ —3cosa = cos(3a)= 3a = iarcco{%jwkﬂ, keZ.

Pe & € [0,27] avem solutiile: X, = cos(%j, X, = cos(%z) $i X, = co{%}.

. —_— . 3
L:695. Siserezolvein C ecuatia: 3 \/X+2 4 \/2X+1 =1. Adrian Stan, Buzdu
2.Jx+2-3-32x+1

. o . o 6 . ..
Rezolvare: Ecuatia data este echivalenta cu Jx+2 =32x+1 |() prin ridicare la puterea a sasea =

(x+2°=2x+1)"= X+2¢+8x+7=0= X +X*+X+x+7x+7=0=

XD+ XKD +T(X+D) =0=  (X+D(C+X+7)=0 . xe {_1‘“_23'*/5}
. Fie ne N*,n>2 si numerele X, X, ..., X, €(0,00). Si se demonstreze ci
Xlz % + X22 % +.+ X"2 X >n. Citilin Cristea, Craiova
XXy + X, XX+ Xg X X + X,
Rezolvare: Se utilizeaza inegalitatea: X+ >4 1 = (X1 —X, )2 >0 sianalog pentru celelalte.

XX, +X, X, +1
Se aplica apoi inegalitatea mediilor cu egalitate pentru X, =X, =... =X, .
1+a° 1+b3 1+c 1+d3

m Daci a,b,c,d >0, demonstrati inegalitatea 1+ abC 1+bcd 1+ cda 1+ dab .
Roxana Mihaela Stanciu, Buziu si Nela Ciceu, Bacau
Rezolvare: Folosind inegalitatea lui Hélder avem (1+a%)(1+b*)(1+c?®) > (1+abc)®.

Rezulta ca (1+@°)(L+b%)1+c®)(A+d°) = Y(1+a%)(L+b*)(1+¢) - 1+ 0°) A+ %) (L +d°)
Ja+cH+d¥)a+a’) -3 (1+d3)A+a’)1+b®) > (1+abc)(d+bed)(1+cda)(l+dab).

Aplicand ultima inegalitate si inegalitatea mediilor MA-MG obtinem concluzia.

L:698. Sa se compare numerele :
1 n-2

it
+——Coat——

1 1 2
C2 4+.+=CM  p=—ou0CM +—— —
2n+1 n 2n+1 n+ 2 2n+1 N+ 3 2n +1

neN*. lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu

_ 0 n+2 2n
a= nC2n+l C2n+1 C2n+l'

. . 1 e : .
Rezolvare: Dacd n=1,atunci a=CJ =1, b= §C32 =1= a=b. Aritim ci a=b si pentru orice

niln_k 2l kK—n n-k 2n n—k
n>2. a-b=Y —Ck _ Ck C ¢ _
; k+l 2n+l k;—l k 1 2n+l T Z +1 2n+1 k;J k 1C2n+1 g k+lC2n+l
2 n+1 20k +1 1.
zzk 1::n+l_ K 1C;n+1 ZECZK,HIZ z C:ml_
k=0 + k=0 + k=0 =0

%(C;n+2+c22n+2+"'+c22::;) (an+1+ +C22:+1)_;(szz_1_1)_(22n+l_1):0:>a=b

m+1

S-a folosit formula CPi=——=C .
m+1 p +1 m
. . T
L:699. Daci intr-un triunghi ABC are loc relatia S = —- R?, demonstrati inegalitatea
€
2 2 2, .2 1127° 2 I n . . . _
rr+r°+n°+r° 2> >—-R”, notatiile fiind cele cunoscute intr-un triunghi. Radu Diaconu, Sibiu

27e
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Rezolvare:
Folsind relatiile 1, = —a si analoagele, Il +rr +rr =p° precum si inegalititile lui Mitrinovic
3R«/3 . . . :

3r3< p< e , atunci inegalitatea din enunt devine: r’+r>+r>+r°>r’+rr +Lr +rr, =
r’+p?>28r° = r+r2+r’+r’ 2 28r%. (1)

. . e 1 4 L : : :
Din inegalitatea lui Mitrinovic, rezultd — > TR si folosind ipoteza, inegalitatea (1) devine:

2 02, 02 p2 2 ’ » 4 1127°
re+r°+n°+r°>28r"=28.— > 285" >=———R".

p 27R 27e

L:700. Dacda intr-un triunghi ABC are loc relatia S:6\/§,dem0nstra§i inegalitatea:

5 . .
m +m_ +m.)?>162-,[=, notatiile fiind cele obisnuite intr-un triunghi.
a b (o 3 5 3 g

Radu Diaconu, Sibiu
Rezolvare:

Inegalitatea din enunt este echivalenta cu >7 A(m, +m, + mc)2 > S . Din inegalitatea mediilor si tindnd cont

o 2 .
cd m,-m -m. >rp’=rnr, avem:

m, +m, +m, >3-3m, -m,-m, >3-3r, -1, -r, =33Sp . Atunci,

c

3 , 3 > B3 mm. 1l
—.(m, +m +m.)*>—-(33/Sp) =—-3S?*p? >—13/S*-34y3S =S. c.ctd
27 ( a b c) 27 ( p) 3 p \/é \/_ c.c
S-a folsit inegalitatea p? >3+/3-S care rezulta din

p_p-a+tp-b+p-c

zﬂ(p—a)(p—b)(p—c):(gj zs—pz@ 07 23435,

3 3
n . *
L:701] Si se arate cii are loc egalitatea: C| +%C§ +%Cf +...+%C,? :1+g+%+...+ 2 l,neN :
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:

Inegalitatea din enunt este echivalenta cu >7 -(m, +m, + mc)2 > S . Din inegalitatea mediilor si tindnd cont

< 2 _ .
cd m,-m, -m, >rp’=r,rr, avem:

m, +m, +m, >3-3m, -m,-m, >3-3r, -1, -r, =33Sp . Atunci,

c

ﬁ-(ma+mb+mc)2 zg-(sﬁ)z =§-s/szp2 2%3 $2.34/35 =S. cctd

27
S-a folsit inegalitatea p2 > 3\/§ -S care rezulta din

p_p-a+tp-b+p-c
3 3

zﬂ(p—a)(p—b)(p—c):(gj zs—;@ o7 23435,

.3 .
L:702. Se considera functia f :N*—> R, f(n)=n (sm 7 _sin Z] . Sa se studieze :
n n

injectivitatea functiei f; marginirea functiei f; Rezolvati in N* , ecuatia f(2n)=n.
lonel Tudor , Calugareni , Giurgiu
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. i .3 :
Rezolvare: f(1)=sin3z—sinz=0, f(4)=4(sin Tﬂ —sin %) =0. Rezulta f nu este injectiva, deoarece

din1=4= (1) = f(4).

. T
SIn—
n

<2n-1- =27 . S-a aplicat faptul ca

f(n)= onsinZ -cos 2 = |f(n)[=2n sin Z||cos 2%
n n n n

sinx < x,Vxe {0; E} si [cosX| <1, VX € R.Rezult ci f este marginita.

Pentru ne N*=n=f(2n(7=ne{1,2,3,4,5,6} . Singurele solutii care verificd ecuatia f(2n)=n

sunt n=3 sin=>5.

= (Clasa a XI-a

a b o
L:703 Sa se calculeze A", unde A:(O c OJ,a;tC. Gheorghe Ghita, Buzau
d e a
Rezolvare:
a’ ab+bc 0 al a’b+abc+bc? 0
Avem: A%=l 0 c? 0 |A*< 0 c? 0 |,
2ad bd+ce+ae a’ 3a?d 2abd+bcd+c’e+ace+a’e al
a"  x, O
siatunci: A"=| 0 c" 0|
-1
na"d y, a"
Din egalitatea matricelor
a™ a"b+cx, 0 a" ax, +bc" 0
An+l:An A: O Cn++l 0 An+1:AAn — 0 CI’Hl 0 =
na"d na"‘bd+cy,+a"e a"? na"d dx,+c"e+ay, a"!
a" ban_Cn 0
a—c
A= 0 c" 0 |
n-1 n n
na"td 2 bd+a Cz(ae—ce—bd) a"
a-cC (a-c)

L:704. Fie f:R — R, o functie continui si strict crescitoare. Daca (an )nzo este un sir definit de
a=xXa="7x%, a,="1@,)vn=21 s a,,+a,, =2a,+aVvn=>0, atunci determinati legea

f(X) care defineste functia f si termenul general al sirului (an )nzo :
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:
Rezolvam recurenta prin metoda obisnuitd. Ecuatia omogena caracteristica atasata este r’+r—-2=0.

na . . < . . <
Observdmca a, = ? este o solutie particularad a recurentei. Asadar, solutia generala este
. . ha . . . L .
a,=a-rn+p-r, +? ,unde r, =1si r, =—2, iar constantele & si f se determina din conditiile
. . a
initiale: o + ff =a,= X, respectiv a — 23 + 3 a, = f(x).

Rezultd o :§(2x+ f(x)—%j si ﬂ:%[x— f(x)+%). Deci,
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1 1 1 X 1 x 1 1 X X
a, =C0SX—2C0S2X+— cos——cosx+ cos———cos += cos———cos +ooet - C0S — — ——C0S —
2 2 4 2 8 8 2 2 2 2" 2 2

Rezulta , a, —ziC082——2C052X3|(X)—|Ima =—2C0S2X . |(%j:—2005ﬂ':2.

n—o

= (Clasa a XII-a

3
L:708. Si se calculeze Iln(\/ X+1—+/x-=1)dx Adrian Stan, Buzau
2

Rezolvare

jxln(ﬂ Ix=1ydx = x- In(x/x +1— J_)‘ IJFJ_(ZJxT ZJ_Jd
:3|n(2—J§)—2|n(J§—1)_jX(M“/T).‘(H“/T)dx:

X+1-x+1 24Jx% -1
n 2=2)° I X _n20-14V2 1 2_1‘3
VB 3 24X —1 4-23 2 2
2
L:709. Si se calculeze .[ Xinx X, a)0 . Gheorghe Ghita, Buziu
( +2x+2)
Rezolvare:
Se efectueaza schimbarea de variabila X = % =dx= —% dt, iar integrala datd devine
22 Y : :

I_T Py I ”* _T th2 .~ I tint
2(4+4+2) ° (t? +2t+2) > (2 +2t+2) a(t2+2t+2)
Attt

2 2 2

2I:(In2)-J; dt=(In2)- lj A2 S dt—[— L

> (12 + 2t +2)° 25 (t°+2t+2) - (t°+2t+2)
_ 2
Se obtine | = f a In2—Inz(arctga—ﬂ—arctg(aﬂ)j.
4(a“+a+2) 4 a

L:710. Daci ecuatia X +2013x —2012=0, are ridicinile , [,y atunci calculati
1+a+1+,8+1+7.
l-a 1-p 1-y
3—(a+p+y)-(ef+ay+py)+3afy
1-a)1-p5)1-7)
Deoarece a+ f+y =0,af +ay + By =2013,afy = 2012, iar l-a)1—LB)L—-y)= (@) =2, unde
f(x) = x® +2013x — 2012, rezulta ca S = 2013.0

D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Avem S =

L:711| Se consideri ecuatia x> —110x> —384=0. Stabiliti numirul ridicinilor reale ale
ecuatiei. Sa se rezolve ecuatia in C, stiind ca are doua radéicini cu produsul 16.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
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- _1 Ay T onfy aj ha
*) an—3(2x+f(x) 3j+3( 2)(x f(x)+3)+3.

Deoarece f este crescatoare, sirul (an )nzo trebuie sd fie monoton, deci semnul diferentei a,,, —a, trebuie

sa fie constant (pozitiv sau negativ) VN > 0. Dar, acest lucru este posibil numai daca termenul al doilea din

3x+a
(*) este nul, adicad f(x) = , VxeR.
: N : 3X+a o . oo .
Mai departe Tnlocuim f(X) = in (*) si obtinem si termenul general al girului (an )nzO’ respectiv
_3x+na
n 3 *

L:705. Sai se calculeze limitele:

In(x* +e™ +4%) (x+3)\/§—3x—1_

a) lim b) lim 5 ; Adrian Stan, Buziu

o NG+ +37) 7 o1 x3-3x7 +3x -1
Rezolvare:

Ine® (X +1+f) sxinesin(S- 114 4

_In(x* +e™ +4%) ax : e e/ 4

a) IImI Ty = 5 3X =lim - > =§
n(x+e”+3) Inesx(% 3x|ne+|n(%
e

oy tim CPNX L (VD G (D)’ (0L

v (x-1)° =i (x=1 (Vx+1)°> = 1(x=1)* (x+1)° 8
unde (X+3)vX —3x—1=xv/X +3x =3x—1= x(v'Xx =) = 2/x (/x =) + /x —1=
= (WX —D)(x—2Vx +1) = (Vx -1)°.

L:706|. Sa se determine toate perechile (X;y) € NxN , solutii ale ecuatiei (x+n)*—x*"=n.

lonel Tudor , Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

x=0=n°-0"=n. Perechea (0;1) este solutie.

X=1= (1+n)' —1"" =n, deci (1, n)este solutie.
Xx=2=(2+n)*-2""=n=2"?=n*+3n+4=ne{0;1}. Pentru N> 2 se aratd prin inductie ca
2"2yn* +3n+4. Solutiile sunt (2,0) si (2,1).

Dacd Xe N* si n=0= x* —x* =0, adevirat, deci si perechile (x;n) sunt solutii.

X n

< x
n n n\n

Pentru XEN—{O;l;Z} ne N* scriem ecuatia in forma X" —l———(lﬂ— j <:>X”+—n= (l—#—J
X X X X

X
1

Notam ~- =)0 = (1+1)* (&(3, rezulta [1+ EJ" (3= X" +(3" = 3" —X")-1)0, 3")X" fals pentru
X X X X

X > 3. Ecuatai nu are solutii cu X>3.

Asadar, S ={(0;1),(L;n),(x;0),(2)|neN,x e N*}.

L:707. Daca I(x)este limita sirului a, = 22%(4Sin2 ZLK + COSZLk — 2) . Calculati | (%j .
k=1

Laura Tanase, Buzau
Rezolvare :

4sin® X+C0os X —2 = COS X — 2COS 2X .
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Rezolvare: Se considera functia f (X) = x> —110x> —384 care este derivabila si are derivata

f'(x)=5x* —330x°. Ecuatia f' (X) =0 are solutiile reale —\/% , 0, \/@ iar cu sirul lui Rolle obtinem
ca ecuatia data are trei radacini reale, X, € (—oo, —\/@) , X, € (—\/%, \/%) , X5 € (\/&, +oo) Tntrucat

lim f(x)=—-0o(0si 1@ f (X) = 0)0.

X—> —0

Fie X, X,, X5, X,, X; radacinile ecuatiei si presupunem ca X, - X, =16.
Conform relatiilor lui Viéte avem X, +X, +X; +X, +X; =0 §i X - X, - X - X, - X, =384 = X; - X, - X; = 24.
Notdm a = X, +X,, atunci X; +X, +X; =—a.

Ecuatia cu radacinile X, X, este x> —ax+16 =0 iar ecuatia cu radacinile X, X,, X este

x* +ax® +bx—24 = 0. Ecuatia din enunt este echivalenta cu (x> —ax+16)(x° +ax* +bx—24) =0 sau

X° +(b—a’ +16)x® + (16a—ab—24)x* +8(3a+ 2b)x—384 =0 . Prin identificarea coeficientilor cu cei din
ecuatia din enunt se obtine a =-12, b= 18.

Asadar, din X* +12x+16=0= X ,=—6% 25 si pentru ecuatia X° —12x* +18x — 24 = O se utilizeaza

substitutia X =Yy +4=>y* —30y —80 = 01la care se aplica formulele lui Cardan pentru ecuatia de gradul 3

sub formi redusi: Y, = {40+10v6 +340—103 , y, = £-3/40+106 +£? - 401043,

—1+iJ§
2

y, = 2340 +106 + & 3401043 unde & =

L:712. Pe o multime nevida M este dati o lege de compozitie asociativi si fie a € M . Daca

M = a*Masi se determine X € M astfel ca axa=a. Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:

Fie teM. Existi UeMcu t=a’-u-asi existi be M astfel ca a=a’-b-a. Notdnd e =a’-b si
e, =a-b-a obtinem e -t=(a’-b)-(a*-u-a)=(a*-b-a)-(a-u-a)=a’-u-a=t si

t-e,=(a’-u-a)-(a-b-a)=(a’-u)-(a’-b-a)=a’-u-a=t.Deci, g t=e, t=t, VteM. Pentru
t=e —e€-e,=¢ sipentru t =€, =>€€, =€, =€ =€, =€ este element neutru pentru M.
Avem a2~b=aba:>a-(a-b)=(a‘b)-a=e§i de aici rezultd ca a este inversabil, @ " =a-b. Prin urmare,

din a-x-a=a rezulta x=a™>.
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»Pasiunea de a sti

este pasiunea adevarului”
Dumitru Popescu
(n.1928-)

IEA Probleme propuse

= Clasa a V-a

2019

G:898. Care este ultima cifra a numarului ? Sorin Pirlea, Craiova

. Aratati ca numarul 2019 se poate scrie in trei moduri ca suma a trei numere prime , dintre
care unul este mai mare decat 2000.
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

. Aritati ca numarul a =169" se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte , oricare ar fi
n natural. Gheorghe Strutu, Buzau
G:901]. S se scrie numarul 10°* ca sumi de cinci numere pare consecutive.

Nicolae Ivaschescu, Canada
. Fie p=2°-3%.4*.....-9° . Aritati ci “p” se divide cu 210° si gisiti ultima cifrd nenuli a
lui p. Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

. Daca k este un numar natural oarecare si @ = 3k+11, b = 2k+5, atunci (a;b) = 1 sau (a;b) = 7.
Petre Réu, Galati
[G:904. Rezolvati in multimea numerelor naturale: 16: (X—Yy) = X+2 .
Marian Ciuperceanu, Craiova
G:905  Aflati catul si restul impartirii numarului A=5"*.3" +5"1.3"3 1 32.15" |3 2019.
Adrian Gobej, Curtea de Arges
G:906. Fie n,meN". Si se arate cd 2"+7"este divizibil cu 5 dacd si numai dacd 3" +8" este

divizibil cu 5. Ovidiu Tatan, Radmnicu Sarat
(G:907. Fie a, b, c numere naturale diferite. Sa se arate ca numarul N =(a—c)-(b—c) se divide la
numdrul 2n® +n stiind ca are loc egalitatea na+(n+1)c=(2n+1)b. Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VI-a

. Sa se afle doua numere naturale a si b stiind cd suma numerelor naturale mai mari ca a si
mai mici ca b este 2017. Petre Rau, Galati
. Aritati cd existd numerele naturale a,b,c,d astfel incat a° +b® +c® +d° =10**.
Iuliana Trasca, Olt

G:910. Intr-o cutie sunt 2 creioane rosii si 3 creioane albastre de aceeasi mirime. Se extrage cate un creion.
1) Care este numarul minim de creioane extrase la intdmplare, pentru a fi siguri c¢a apare un creion rosu ?
2) Ce tip de creion se extrage, daca probabilul (probabilitatea) aparitiei este 60 % ?

lon Stanescu, Smeeni,Buziu

(G:911. Doua scumpiri succesive cu acelasi procent, un produs isi majoreaza pretul cu 21% . Care este
procentul unei scumpiri ? Marian Ciuperceanu, Craiova
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G:912. Sise determine ne N, pentru care numarul a=3"+81 este patrat perfect.
Ionel Tudor ,Calugareni ,Giurgiu

G:913. Determinati X, y, z stiind ca % = % :% si cd 3x—2z=10. Nicolae Ivaschescu, Canada

G:914|. Aratatica 55..5 + 33.3 =11...144. 4. Adrian Gobej, Curtea de Arges

2019 cifre 2019 cifre 2019 cifre 2019 cifre

. Fie a, si a, doua numere diferite de zero. Fie a, = S| pentru n > 2. Aratati ca produsul
n-2
oricaror 2015 termeni consecutivi ai sirului a,,a,, a,,... este termen al sirului.
D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
(G:916. Suma masurilor a 10 unghiuri este 1000°. Sa se calculeze suma masurilor suplementelor
acestor unghiuri.
Florentina Popescu, Buzau

= Clasa a VI-a

(G:917. Aflati numarul natural n, daca 2+4+6+.....+2n=abc este maxim.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
2

2
G:918. Fie 22 —3_/3. Calculati 2
y

Xy
G:919. Exista valori ale numarului real a, astfel Tncat numerele x = 2a4+3 siy= 3a2_1 sa fie

Tatiana Cristea, Craiova

simultan numere Tntregi ?
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:920. Si se arate ca 7 divide numarul A=29°""—-22, vneN. Florentina Popescu, Buzau

G:921) Fie X,y eRastfel incat x* +y* +6x—10y+31=0. Ardtati ci |y —x—§ < 243.
lonel Morozenco, Tulcea

(5:922. Se dau numerele rationale A=1—1+1—l+1— ........... +L—L
2 3 4 5 2019 2020
1 1 1 1
= + + Foeiiins + i C=4n+1+2n+1—-+n+1-+/2n+1.
1011 1012 ' 1013 2020 v J

a) Calculati (A—B

2019
)

b) Calculati (C — A+ B)’ pentru n = 2019.

Daniela Badea, Ploiesti
G:923 Se da numarul A=4-11....155...5+4. Calculati VA . Adrian Gobej, Curtea de Arges

2019 cifre 2019 cifre

G:924. Sa se determine numerele reale X, y, z stiind ca ele sunt direct proportionale cu numerele 2,
3si4sicix’+y +2z°-4xy - 3xz - 2yz + 129 = 0.
Petre Réu, Galati

= Clasa a VII-a

G:925| Si se rezolve in numere intregi ecuatia: 2X° + y* +3xy —3x—3y —2017 =0,

Ionel Tudor , Calugareni , Giurgiu
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(G:926. Sa se rezolve ecuatia 2019 = \/2019+ 2(1+2+3+....+X), xeN.
Nicolae Ivaschescu, Canada

13
X+3y=—

G:927. Calculati (x+y)" daca i( 4 Marian Ciuperceanu, Craiova
X+y=—

G:928. Pe latura BC a triunghiului echilateral ABC se considera punctul D si se construiesc in
exterior triunghiurile echilaterale BDE si CDF. Dreptele AE si AF intersecteaza latura BC in

punctele M, respectiv N. Calculati oM + cN :
MB NB
Roxana Vasile, Craiova

[G:929.  Fie triunghiul ABC, De(BC), E<(AC) astfel incat ADsi BEsa fie bisectoarele
unghiurilor BAC respectiv ABC . Daci AB* = AC-AEsi AC? = AB-DC, atunci calculati masurile
unghiurilor triunghiului ABC .

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
. O coald de hartie dreptunghiulara cu dimensiunile Lsi | se indoaie o singura data astfel
incat doua colfuri opuse sa se suprapuna. Calculati lungimea indoiturii.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
[G:931] Fie AA,BB’.CC'mediane in triunghiul ABC, care intersecteazi cercul circumscris in
punctele A',B",C".Sa se arate ci: i
AA BB CC

triunghiului ABC.

1 . .
Zﬁ' unde R este raza cercului circumscris

Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:932 Determinati numerele naturale ab stiind ca ab? +4ab—2b? +4a—8b = 44.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:933. Aflati n, natural, pentru care \/§_1+ 53 +..+ v2n+3-—yan+1 = 120
NEENIT J@n+3)@2n+1) 121

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
G:934. Sa se calculezeS, =2020+2020aa +....+2020aa...a , unde a este o cifrd iar la ultimul
numar al sumei avem n-1 de a. caz particular a=9.

Petre Rdu, Galati

G:935 Si se scrie numarul 17%°"° | ca suma a trei pitrate perfecte iar numarul 17°°° —1944.17%%° |
ca sumad a trei cuburi perfecte.
lonel Tudor, Calugareni , Giurgiu

G:936. Fie X,y,zeR* cu X-y-z=6. Determinati x>+ Yy’ +2z° dacd X+y+z=5si
1 1 1 3 .
—t—+=—=—. Florentina Popescu, Buzau
X 'y z 2
(G:937. Fie numarul A= ox+4

x+1
A. Aflati xeQ, , pentru care partea fractionara a numarului A este 0,8.

Marian Ciuperceanu, Craiova

, cu X numar rational pozitiv. Calculati partea intreaga a numarului
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G:938. Aflati numerele reale a,b,c care verifica inegalitatea
5(a” +b* +c?) +4(ab+bc+ca) <3(2a+2b+2c-1) .

Constantin Nicolau, Curtea de Arges

35x° —29%* —76x —12
70x° +47x* —29x -6
Constantin Nicolau , Curtea de Arges

G:940]. Si se rezolve ecuatia \X—2+2,/y—3+3\z—4 =%”+5, x,y,zeR.

G:939. Determinati XeZ pentru care fractia

se simplifica prin 41 .

Nicolae Ivaschescu, Canada
G:941, Calculati  partea  Intreagd  si  partea  fractionara ~a  numadrului

an=\/M+\/ﬁ~(\/M+l—\/M—l), nel.

Adrian Gobej, Curtea de Arges
G:942 Fie punctele A, B, C, D necoplanare astfel incit AD=BD=CD=x, m(£ADB)=60",
m(£BDC)=120°, m(£ADC)=90".
a) Calculati ctg(«ABC);
b) Determinati si calculati distanta de la punctul D la planul (ABC) si masura unghiului diedru
format de planele (ABC)si(BCD);
¢) Determinati si calculati sinusul unghiului diedru format de planele (ABC)si(ABD)si distanta de
la punctul C la planul (ABD).

Daniela Badea, Ploiesti
[G:943] Trei ptrate sunt inscrise intr-un triunghi dreptunghic ca in figura de mai jos.
Aflati lungimea laturii patratului din mijloc stiind ca lungimea laturii patratului mic este 1 cm iar
lungimea laturii patratului mare este 4 cm.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

= Clasa a IX-a

L:713. Fie A= \/ n++/6n-9 —%. Sa se determine numerele naturale n astfel incat \/6 -AeN.

Adrian Stan, Buzau

4 2 4 2 4 2
L:714, Fie a,b,c)0. Aritati ca max {203 *1 b +607+1 ¢ +6c 1|,
4b(b°+1) 4c(c”+1) 4da(a”+1)

Tatiana Cristea, Dorina Goiceanu, Craiova

3.1 )3
ha e g
Jl-a+1-+a
L:716). Sa se arate ca daca a,{(a,{a,(.....{a,, ,{a,,, pentru N >1, atunci

2
(8,48, + 8+t 8y, ) ) AN(@3,, + 8,854 +8385, , +o 38, ).

L:715. Daca 0<a<l, atunci Petre Rau, Galati

n-n+l

Ionel Tudor , Calugareni ,Giurgiu
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L:717. Determinati functia f : R — R, care verifica relatia

f(x=y)+ f(2x—-y)+ f(2y—x) =2(x—3y +3). Livia Stan, Buziu
a+b+c)
L:718. Determinati valoarea maxima a expresiei E(a,b,c) = (4 5 1()(4b3 1))(4 5 1) , canda,b,c
a’+ +1)(4c® +
parcurg (0,0). Marin Chirciu, Pitesti

L:719. Aratati cd numarul 22" are cel putin 149 cifte .
Constantin Nicolau , prof. , Curtea de Arges

1
L:720. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [1—} = 1—[], unde [X] este partea intreaga a lui
—|X
X. Adrian Gobej, Curtea de Arges
L:721,. Fie a,b,c>0 astfel incatabc=a+b+c+2. Aratati ca (2a+l)2 +(2b+1)2 +(2c +1)2 >75.
Marin Chirciu, Pitesti

f(x+y)+2g(2x—12)=XT+1

L:722. Sa se determine functiile f,g:R — R stiind ca 13
X+

f(2

)+9(X=7)=x+3

lonel Morozenco, Tulcea
L:723. Daca (bn )nzl un sir de numere reale in progresie geometrica , cu ( # {—];O;l}; b, € R", atunci

demonstrati :
4 8 i+4 4f~i+d
n q n + n q n Tt n q n = q (q4 1 1)
zb4k+l 'Zb4k+5 Zb4k+5 'zb4k+9 Zb4k+i+l ’ b4k+i+5 a
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

vYneN";i=4p,peN
Prof. Ciobica Constantin; prof Ciobica Elena , Falticeni
. Daci a,b,c sunt laturile unui triungh cu semiperimetrul p, atunci
(2a-p)(2b—p)(2c—p)<(p-a)(p-b)(p—0).
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
IL:725, Tntr-un triunghi arbitrar de laturia, b , ¢, notim cu w,, h, lungimile bisectoarei interioare ,

: _ .. . W, W, w .
respectiv inaltimii corespunzatoare laturii a , etc , si cu {u,v, w} ={h—a,h—b,h—°} . Demonstrati cd are
a b c
N uv  vw  wu
loc identitatea : —+—+—=uvw+2. Vasile Jiglau, Arad
w u \"
. = 111 1 1 *
L:726|. Sa se calculeze:| —| —+ ot —2Jx+n-11|, unde x>LneN" (unde [x]
Ix\x dxl xan-l

reprezinta partea intreaga a lui x).
Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a X-a

L:727|. Si se calculeze, fara ajutorul tabelelor, expresia: E = 1g°2 + Ig5lg°2 + 2lg5lg2 + Ig°5.
Petre Réu, Galati
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1+ 2019 2019+ i
728, a) Ardtati cd Re = —o- _ 22022+
a) Arati cd Re o = M 2010

2019

. | 1+n®(1+ni n+i . . . s e

Demonstrati ca - + . =—i;Vhe N . Ciobica Constantin, Falticeni
4dn \1-ni 1+ni

1 1

L:729. Daci a,be(0;1)cu a®+b° =1 atunci s se arate ca (a+b)-e"® <a.ea +h-ed
Florica Anastase, Lehliu Gara
L:730. Rezolvati ecuatia 107 - X" +1g? X = x+Igx+2 in R*. Adrian Gobej, Curtea de Arges

. 1 1
L:731. Determinati X,y € R, stiind cd X+ —=2>2,/3y - y———. Livia Stan, Buzau
y 22 -y

L:732. Sa se demonstreze ca orice triunghi de arie egald cu S, unde S verificd ecuatia

2
{108
Emil C.Popa, Radu Diaconu, Sibiu

L:733. Fie B=111.211.311 ... .194411 .194511. Aratati ca B nu este patrat perfect. Poate fi scos un
numar k!! din B astfel incat numarul ramas sa fie patrat perfect ?
Lucian Tutescu, Cristina Ene, Craiova

L:734 Sa se arate ¢ S =|Clyy - Choso ++/Chogo - Cligp +ret4/CLo2 -C22 (22 1.
Adrian Stan, Buzau

Y3—X +3/x—1=2are raza cercului inscris in triunghi mai mica sau egala cu

L:735. Rezolvati ecuatia: arctg :Il_;x =44°, lonel Tudor, Célugareni , Giurgiu
+X

L:736. Fiea>0.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

3% —3x+1+ 4445 —3x* = ax® +(1-5a)x+4a+6. Marin Chirciu, Pitesti

L:737|. Si se rezolve in Z ecuatia: (2n+3)3" =2°"? 1, Gheorghe Ghiti, Buziu

.. . i COS X
L:738. Demonstrati inegalitatea v1+4™"" >

+sinx, VxeR.

Constantin Nicolau, Curtea de Arges
L:739. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC in care p = 2R, are loc inegalitatea :
@+JE+JE>9 . 3/5 r, notatiile fiind cele obisnuite intr-un triunghi.
Alin Pop, Radu Diaconu, Sibiu
. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi cu aria S, atunci sa se demonstreze ca

3 3
z a Z a > 6S°2. D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
a+b a+3b

= Clasa a XI-a

Inx

e In x
L:740|. Se considerd matricea A(X) = Jx 1 |, xeR_ *.
X J—
X

a) Si se calculeze suma A(L)+ A(2) + A(2%) +....+ A(2) ;
b) Sa se calculeze de'[[A(l)2020 : A(Z)ZOZO} : Livia Stan, Buzau



7 z - - PROBLEME PROPUSE-
Sclipirea Mintii 24

1+ nx nx

L:741]. Se considera matricea M, (X) = ( ], unde xeR,neN".

-nx 1l-nx
Aritati ca det(M,,0(0))=1.

Demonstrati ca M, (x)-M,(y)=M, (x+y), unde x,yeR;neN".
Determinati matricea M, (0)+ M, (0)+...+ M, (0).

Demonstrati ci M, (x)-M_(x)=M,, (x), unde xeR;n,me N".

e o T @

e. Demonstrati ca |\/|1(0)-MZ(O)-...-M2019(0)= l,, unde I, =(; Sj

f. Aridtatica M_(x)+M, (-x)=2M,(0), unde xeR,ne N".
0. Determinati numarul real pozitiv X pentru care are loc egalitatea:

M, (\/; ) M, (\/ X+ 2): M, (2), vneN’. Ciobica Constantin;Ciobica Elena, Falticeni
L:742| Sa se rezolve in N*, ecuatia: (n + 1)cos®" f—l— (n+1)cos®" % = %
Ionel Tudor , Calugareni , Giurgiu
- - 2 2
L:743, Sa se calculeze limita lim LTSINX+SIN X7 =1 Adrian Stan, Buziu
x>0 sIin® X+4sIn X
L:744. Fie ABeM, (R) astfel Tncat det[(l2 -B)-A+(A-1,): B] =det(A—B). Sa se arate ca
(A-B)"=0,, neN*. Floricd Anastase, Lehliu Gara
L:745. Fie a,a,,...,a, >0 astfel incataa,...a, =1si /12% . Aratati cd
! + ! +..+ 1 e Marin Chirciu, Pitesti
A+a, A+a, A+a, A+1

L:746. Fie n> 2. Determinati imaginea functiei

2 — p—

f (X) = Ct92 X—2ctgx+n-1 , X e [ES—”} . Marin Chirciu, Pitesti
ctg® x+2ctgx+n+1 4 4

L:747|. Aratati ca daca M € M, (C) astfel incat ecuatia det(M — Al,) =0 are in multimea numerelor

complexe C doui solutii distincte, si X, sunt solutiile ecuatiei X* =M atunci Z X!'=0,,
i

vV n=impar. Gabriel Tica, Dolj si Neculai Stanciu, Buziu
7(1-x)
L:748. Rezolvati in R ecuatia x-7 ¢ =1. Constantina Prunaru, Luiza Cremeneanu, Craiova
, 2 n _ / 2 n
L:749. Sa se calculeze L=Ilim (7x+NX"+1) +n(7x X_+1) , heN,n>2.

X—00 X

Alina Tigae, lleana Duma, Craiova
L:750. Fie functia f': [a,b] —>R: continua, cu 0 <a <b si f(a) # f(b). Sa se arate ca pentru orice k, 1,
k k
t@©)-f"@@)_b"c"

m, neN, Jce(a,b) astfel incat: | | —
f'(b)-f (@ b -a

Gheorghe Ghita, Buzau

n
L:751] Fie (a, )nzl un sir monoton, astfel incatVne N” @ >0. Notim S, = Zak pentru Vne N, Daca
k=1

sirul (Sn )n>1 este convergent, demonstrati ca lim (an Jn ) =0. Luminita Petrisan, Buzau

n—oo
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= Clasa a XII-a

1+42-x 2
-L:752. Se considerd multimea G =< M (X )= /IxeRy}.
{ ) (—\/i-x 1—\/§-Xj }

Sa se arate cd multimea G este parte stabila in raport cu inmultirea matricelor din M, (R)
S se demonstreze ci (G,-) este grup abelian.
Aritati ca functia f : R — G, f(x) =M (x) este morfism de grupuri ( de la grupul (R,+) la grupul (G,~))

Aritati ca f(0)=1,,unde f este functia de la punctul c.
Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Falticeni

L:753|. Sa se arate ca in orice triunghi ABC in care A, B, C € (O, g} are loc inegalitatea:

JcosA ++/cosB ++/cosC +¥ < Z[Jsin% +\/sin§ + \/Sin%} Vasile Mircea Popa, Sibiu

x 0 . .
L:754. Fie numérul natural N> 2 si multimea G, :{A:(O yj‘x, yeC A" = |2}C M,(C)

Séa se arate cd (G, ,-) este grup comutativ. Aflati numarul elementelor grupului G,,.
Ionel Tudor , Calugareni , Giurgiu

L:755. Sa se demonstreze egalitatea: 3\/25in% +3\/28ini—;c —3\/28in1—;c =3/33/9-6.

Vasile Mircea Popa, Sibiu

L:756|. Si se calculeze Ie ( +Incos X)dx Xe (0 Zj . Adrian Stan, Buzau

COS X
( )
L:757. Sa se calculeze I

2

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

2x-a-b

L:758. Sa se calculeze _fgdx a,b,ceR,c>0. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
a

“e'(1+Inx— xlnx)

L: 75 Calculati: .[ Marin Chirciu, Pitesti
1

e +x%In® x

n ( 1)(k ) (a+1)(k+n)—a
. |(a+ +n)—a .
L:760. Calculati lim> In| a+dn ,unde aeN".
n—oo 4= (a+Dn

Gabriel Tica, Dolj si Neculai Stanciu, Buzau
2

. Sa se calculeze J de a)0 . Gheorghe Ghita, Buzau
+2x+2)°
arcsin x—Inx
L:762. Se considera functia f :(0;,1) > R, f(X)=————.
X
. .. 1 V/d e Vs
a) Determinati primitiva F  a functiei f pentru care F (E) =2 3 b) Aratati cd |I;T1] F(x)(4 3
X

1
In x
¢) Calculati jx3 (f(X) +—)dx Radu Diaconu, Sibiu
1

2
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» Science can flourish only

in an atmosphere of free speech”.
Albert Einstein
(1879-1955)

I: QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 31, 2020.

PROPOSALS - QUICKIES

Q55. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
Let ae R, f:R—R,beastrictly increasing function and g : R — R be a function which satisfy

3
f(g(x+a))< f(x)< f(g(X)+a) forany x e R, then compute f g(x)dx
n
Q56. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

a,,
Let (a )n>1be a positive real sequence such that lim—"% = a € R_ . Evaluate the following limits:
n—oo na

a) !]LFQ n\/» ,where b € R+, b) rI1|m“,2/ (n :Il)

Q57. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.
If ABC isatriangle, then prove the inequality

sin® A sin®B  sin®C _ (s —4Rr—r?)’
— 4+ — 4+ > .
sin®B  sin*C  sin® A 8s*R*

Q58. Proposed by Mihily Bencze, Brasov, Romania.
a> b* ¢’

If ABC is atriangle, then prove the inequality + + >4,
rr. rr, Trr

c c'a a

SOLUTIONS - QUICKIES
Q50. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Let (a,),.,be a positive real sequence sequence such that lim et _ =aeR . Find lim= Z
M e, e zr
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(ab) (vbe) + (Vbe ) (Ve + (Vod | (Voa) + (Vda (Vab)
;) .

From Jensen’s inequality for t > 2 we have

(Vabf +(Ved | {W J _27% (abead)? =27 %3, (2)

(\/R)t + (\/@)t > 2% xl%, (3).

From (1), (2) and (3) we onbtain the desired inequality.

and similarly

Q53. Proposed by Mihaly Bencze, Bucharest, Romania.
If a,b,c are positive real numbers, then prove the following inequalities

. 2.2 2 2122 i 1 3
1 ah a” + ab)>18a°b“c”; (ii) If abc>1,then  ———————— < —.
() Y a'b*(Fa’ + 3 ab) a 2 b2 4
Solution by Gheorghitia Robert, Buziu, Romania. (i) By AM-GM inequality, we obtain

> a’h?>3-3a’b’c* and Y a’+> ab>6-Ya’h’c?, which by multiplying yields (i), g.e.d.

(i) By AM- GM inequality, we have a’b+bc® +2>2abc+2>4.

1 3
So, < , g.e.d.
Z 2b+bc +2 4 4 a

Also solved by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.

Q54. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Prove that in any triangle A4ABC holds
1 1 N 1 < 6R .
r

A B C
COS— COS— COS—
2 2 2

Solution by Gheorghita Robert, Buziu, Romania. By CBS inequality we obtain:

2
2

B O O L B - R B
Zcosg z p(p-a) [Z,\/p(p—a)J _szp(p—a)

bc
=(p*+r*+4Rr):. 4';1; F < 6TR & p?(2R—r)>r(4R+r), and by the inequality of
Gerretsen p> >16Rr —5r it remains to show that
(16Rr—5r*)(2R—r)=r(4R+r)" < 8R*~17Rr+2r*>0 < (R—2r)(8R-r)=0, true by R > 2r

(the inequality of Euler).
The equality occurs if and only if the triangle is equilateral.

Also solved by Marian Cucoanes, Marasesti, Romania and Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.
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n+1 n

Z -2,

n k Cesaro-Stolz 2 k k=2 /ak . n+1
Solution by author. ||m Z = r|1Im = r|1Im
~% N ,ak -0 (n _|_1)_n —00 n+yan+l

nn Cauchy—D'Alembert (n +1)n+1 an . nan n+1 n+l e
=lim —|Imn — = lim————"=1im — =—.
n a

[ n
N—oo n a n—oo nN—o0 an+1 n n—oo an+l

Also solved by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain and Daniel Vacaru,
Pitesti, Romania.

Q51. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

T

3 -
1+ Inx)sinx —xcosxInx
Compute I( ) dx.

sin® x+ x%In% x
4

Solution by author. We have
@+Inx)sinx—xcosxInx _ (cosx+Inx+1)(sinx—xInx) (cosx+Inx+1)(sinx+xInx) _

sin? x+ x%1In% x B 2sin? x+ 2x%In? x 2sin? x+ 2x%In? x
(smx+x|nxj z
- 3 ; i z
— 1+ Inx)sinx—xcosxInx sinx+xInx\%
_ sinx—xInx . Hence,j( -)2 22 dX:[arCtan_—)f;:
1 sinx + xInx . sin® X+ x“In“x sinx—xInx |5
+ - -
sinx — xInx 4
AR RN 3V3+27In % 2v2 +zIn”
= arctan \/2_ 3 3 _arctan \/2_ 4 4 _actan— 3 _arctan— 4
T T
N8 _ 7.7 N2 _m .7 3J3-27rnZ 22 -zInZ
2 3 3 2 4 4 3 4

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania, Marian Cucoanes, Marasesti, Romania and
Gheorghita Robert, Buziau, Romania.

Q52. Proposed by Marius Dragan, Bucharest, Romania.
If ABCD is a bicentric quadrilateral, then prove that

t
Z[Singcos%) > 22" fort>2 andreverse for t < 2.

cyc

Solution by author. We denote x, = ad +bc,x, =ab+cd .
We use well-known

. A C bc . C A ad . B D cd
sin—=c0s—= |—, sin—=c0S—= |—, Sihn—=C0S— = |—,
2 2 X, 2 2

X, 2 2 X,
. D B ab
sin—=cos—=_|—.
2 2 X,

We obtain that

(\/abzc)t +(\/bczd )t +(\/E)t +(M)t _
(W, )

Z sin—cos— | =
2 2

cyc
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»Cea mai mare artd a unu profesor este
cistigarea si mentinerea atentiei elevului ”.

John Locke
(1632-1707)

Caleidoscop matematic

Doua mii nouasprezece
Bencze Mihaly, Brasov si Kovacs Béla, Satu Mare

(1)
Suma patretelor a cinci numere naturale: 2019 = 132 +152 + 202 + 212 + 282
2019 = 157 +172 + 202 + 23° + 242
Diferenta a doua patrate: 2019 = 1010% —1009°
2019 = 338% - 3357
Suma puterilor a patru numere prime: 2019 = 210433154, 73
Suma puterilor a patra: 2019 = 14+ 2% + 3%+ 5% 1+ 6°
Cu ajutorul puterilor numarului 2: 2019 = 211 —254+2%2_20

2019 = 210129, 28 27 26,25, 5, 20
2019 = 210,29 1 28, o7 1 26,255,984 23 52 5,50
Scriere cu alte puteri: 2019 = 3 -3*-3"_-3% +3
2019 = 4°+4° 42— 4% 1 4 4°
2019 = 5% +5%+5% 4+ 53452 550

Printre numere pitagorice: 2019 = /11552 +1656% =3 - /385 + 5522

Suma unor progressi aritmetice: 2019 = 671 + 673 + 675
2019 =334 + 335 + 336 + 337 + 338 + 339

Permutéri, variatii, factoriale:

.21 2l
2019 = V3 -Py+ VL =87:612:3 +3 2019 = %J, %
81.3! -
Numai cu doua cifre: 2019= — +3
(8—3)!

Numai cu factoriale: 2019 = 104948+ 7-7H 714+ 6- 61551 4131312111
2019=3-6!-5!-41+21 + 1!
Alte sisteme de numeratie: 2019 = 1203,, = 15764, = 201949 = 2683, = 37435 = 5613; = 13203¢
2019 = 310345 = 133203, = 2202210, = 11.111.100.011,
Descompunere 1n factori n alte sisteme de numeratii:

2019=17-126 daca baza de numeratie este 11
2019 =49 -51 daca baza de numeratie este 12
2019=39-71 daca baza de numeratie este 13
Alte posibilitati:

2 2 2 2
2019 = L +27+3"+...+3028 2019= [t + Lt vt Yoo
1+2+3+...3028 1.2 2.3 2019-2020
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2 2 3 3 3 3
2019 = 676 ;670 2019 = 677" +669 2—4675 -671

Scriere cu cuburi perfecte:

208 +25% + 428 ~108 158 -32% =30 - 2019
163 +243 +473 - 23 108 -333=42 - 2019
28%+333+48% 2373223 =78 - 2019

40° + 413+ 42363 -73-8% =102 - 2019
Scriere cu puterile a doua si a patra:

22 1821102 +162 +23% + 242 + 262 +31% + 332 + 472 1 492 +572 = 6-2019
2% 18% +10% +16% + 23 +24% + 26% +31% +33% +47% 1 49% +57% =6 - 2019°
22152 1721152 1 20% + 222 + 282 + 332 + 352 1+ 482 + 502 +552 =6 - 2019
2% 154 1 74 1 15% 1 20% + 224 + 28% +33% +35% 1+ 48% +50% +55% =6 - 20192
32 142172182 4122 1152 + 342 1 382 + 412 + 462 + 492 + 532 = 6 - 2019

3 pat 174 8% 1128 115% 1 34% 1 38% 1 414 1 46% + 49 +53% =6 - 20192
Numai pétrate perfecte:

20197 = 20042 +151% +1192 +113% + 712 + 582 + 472

2019 = 19902 + 2672 +1712 + 752 + 602 + 592 + 552

20192 = 19662 + 2852 + 2752 + 2052 + 812 + 752 +122

20192 = 19642 + 3152 + 3152 + 912 + 782 + 652 + 452

20192 = 19212 + 4302 + 3402 + 2702 +1002 + 442 + 282

20197 = 14802 + 9692 + 5552 + 4852 + 4552 + 3002 + 200 +185% +150 +1007
20197 = 13602 +13112 + 4332 + 3602 + 280 + 2412 +153% +1262 +1192 + 322
2019 = 13442 48152 + 7402 + 6002 + 5552 + 4552 + 3702 +175% + 1002 + 752
20197 = 12002 + 9772 + 7822 + 5752 + 5522 1 4252 + 4082 + 2402 +1672 + 492

20197 = 11042 + 9912 + 8507 + 6007 + 5757 + 4082 + 3912 + 3362 +1672 + 47°

Puteri de ordin mai are: 2019° = 1155° +1656°

2019°=671° + 673>+ 675° + 3 - 1344 - 1346 - 1348

2019° = 671°+ 673° + 675"+ 5 - 1344 - 1346 - 1348 - 2717578

20197 = 671" + 673" + 675"+ 7 - 1344 - 1346 - 1348 - 8000658788059

2019°® este un numir foarte mare, cea mai mica putere in care ultimele patru cifre sunt 2019
2019! este un numar uriag In care ultimele 502 cifre sunt 0 .

In acest articol numarul 2019 apare de 87 ori.

Desertul nesfarsit al zecimalelor lui Pi
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

In cele ce urmeazi vom calcula zecimalele lui Pi cu ajutorul motorului computational Wolfram Alpha
dezvoltat de Wolfram Research.

e Perimetrul cercului cu diametrul egal cu unitatea este egal cu 7.

. . ) A LT
1. Perimetrul poligonului regulat cu n laturi inscris in cercul cu raza R este p, =2nRsin—.
n

Pentru 2R =1 obtinem p, = nsin’~.
n

Pentru perimetrul unor poligoane regulate inscrise in cercul cu diametrul egal cu unitatea, am obtinut
umatoarele valori:
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P, = 35in% =2,598076211...; P, = 4sin% = 2,808427124. . ;
P, =6sinZ =3; Py =57sin—— =3,140002340. ;
6 57
. T . T
= 94sin =3,141007838..; = 2018sin—~— =3,141591384. .
p94 94 p2018 2018

~ . . . ~ . T
In calculele efectuate mai sus am dat valori lui nin formula p, =nsin— <z (deoarece
n
2R =1); daca n — o0, atunci p, - .

~ . . T < H
In cazul general i.e. p, =2nRsin—, dacd n — oo, atunci p, — 2R (clasa a XI-a).
n

2. Perimetrul poligonului regulat cu n laturi circumscris in cercul cu raza r este

P = 2nrtgZ :
n

Pentru 2r =1 obtinem P, = ntgf.
n

Pentru perimetrul unor poligoane regulate circumscrise in cercul cu diametrul egal cu unitatea, am
obtinut umatoarele valori:

P, = 3tg %=5,196152422...;

T

Vs
P, = 6tg 5 =3,464101615...;
P, = 36tg—— =3,149591886...;

36
s
P. =160tg— =3,141996443...;
160 g 160
s

P2018 = 2018tg m :3,141595191 s

A . . T < :
In rezultatele obtinute mai sus 2r =1, P, =ntg— > 7 ; daca n —o0, atunci P, - .
n

- : b3 < :
In cazul general i.e. P, =2nrtg—, daca n—oo, atunci P, - 2zr .
n

e Aria cercului cu raza egala cu unitatea este egala cu 7.

1. Aria poligonului regulat cu n laturi inscris in cercul cu raza R este
nR*> . 2z
= sin—.
n

A

n

. n . 2r
Pentru R =1 obtinem A, =Esm—.
n
Pentru aria unor poligoane regulate inscrise in cercul cu raza egala cu unitatea, am obtinut

umatoarele valori:
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A, = gsin 2?7[ =1,299038105..;

A, = gsin%: 2;

Ay = gsin%[=2,598076211...;

Ay, = %sin%:3,140002340...;
A :%sin%=3,141001567...;
Ajs :ZOTlSSin%B:&MlSWSW...

. . n_. 2x . <
Mai sus am luat R =1, deci A, =Esm— < 7r; atunci, pentru n —>occavemcd A, — 7.
n

nR? . 27 . .
sin=—dacd n— o0, atunci A, - 7 R? .

In cazul general i.e. A, =
n

2. Aria poligonului regulat cu n laturi circumscris in cercul cu raza r este
T
A, =nr’tg—.
n
. T
Pentru r =1 obtinem A, =ntg—.
n

Pentru aria unor poligoane regulate circumscrise in cercul cu raza egala cu unitatea, am obtinut
umatoarele valori:

A, =3tg % =5.196152422...;

T

A, = 6tg%:3,464101615...;
A, = 36tg = =3,149591886...;
36
V4
=160tg —— =3,141996443. . ;
Ao 9760
V4
=2018tg ——=3,141595191...
Ao g 2018
Rezultatele au fost obtinute pentru r=1,A = n'[gZ > 7 §1 prin urmare pentru N —ocorezulta ca
n
A, — 7. Tn cazul general i.e. A, =nr’tgZ, dacd n—> o0, atunci A, — 712,
n

Concluzie. Cele mai bune rezultate se obtin atunci cand se calculeaza perimetrul poligoanelor
regulate inscrise in cercul cu diametrul egal cu unitatea. In cazul poligoanelor circumscrise
rezultatele pentru perimetru si arie sunt identice.
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,, Un om de succes este acela
care poate construi o fundatie solida
cu caramizile pe care altii le arunca in el”.

David Charles Brink
(n.1939-)

m Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 24 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revista, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate Tn
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie si fie originale si s nu mai fi fost
trimise sau sa mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare,
apartine redactiei.

(ata finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 25 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 31 MARTIE 2020. Va uram succes si va asteptam.
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Inscripting inscriptible quadrilateral
by Daniel Vicaru, Pitesti
Let ABC a right triangle, D e(BC), E €(AB), F e(AC). Given E and F, in what circumstances

the quadrilateral AFDE is inscriptible?
The aim of this note is to study this configuration. This will followed by some construction(s).

A) a) Consider ABC a right (m(A) :90°)triangle, t
D = pry. A and let E and F midpoints of [ AB], respectively "
[AC]. Triangles DBA and CDA are right triangles; one o
obtain DE = % and DF = A—2C . One  has I ‘
BC L - -

EF =7, EF || BC ( EF is the medium line, relatively at

BC? B AB? N AC?
4
If one presume that ABC is a ( scalene) triangle, D = pr,cA and, as before, e and F are midpoints of

[BC]) . One obtain that DEF is a right triangle, with EF* = = DE’” + DF?,

[AB]and [AC], respectively, and DEF ia a right triangle, with m(EDF)=90°, one obtain that
BC? = AB? + AC?, showing that BAC is a right (m(A) = 90°)triangle.

B) As an another situation, on has

Problem S338. Let ABC a triangle with <A being the largest angle. Let D,E and F be points on sides BC,
CA and AB such that AD is the altitude from A, DE is the internal angle bisector of <tADC and DF is the
internal angle bisector of <tADB . If AE=AF, prove that ABC is isosceles or right.

This problem is proposed by two regulars
proposer in Crux, namely Titu Zvonaru and
Neculai Stanciu (1).

,-'Jf -:’.
o . e

By bisector theorem, one has

AE_MD e A iy C_ pp 2RSNBENC

EC DC AC tanC +1 tanC +1
Again by bisector theorem, one has

EzﬁztanBjﬁztan B :AF:M_

FB DB AB tanB+1 tanB+1

One has the equivalence
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sinBtanC sinCtanB . sinB-sinC sinCsinB
AE = AF & = . Eventually, one obtain — = -
tanC +1 tanB +1 sinC+cosC  cosB+sinB

sinC +cosC =sinB+cosB, which is equivalent to ,, ABC isosceles or right”. It is clear that
m(EDF) =90°.
C) Let try some reciprocal afirmation. Consider that BAC is a right triangle in A, and consider D € (BC ) E

and F midpoints of [ AB], respectively [ AC]. One presume that EDF is right triangle, with m(EDF) =90°.

a) Then DE* + DF* =EF?* (2).

One obtain 4-DE? +4-DF?=4-EF? =

[2-(DB2 + DAZ)—ABZJJ{Z(DCZ + DAZ)—Acz]= BC? =

2DB? +2DC? +4DA? = 2BC? = DB’ +DC?+2DA*=BC? (2).

But DB? + DA? = AB? + 2DB- DA-cos ADB and DC? + DA? = AC? +2DC - DA-cos ADC .
One obtain DB? + DC? +2DA? = BC® + 2DA- (DB -cos ADB + DC cos ADC) . But

cos ADB +cos ADC =0 , (2) implies then that DB=DC. It follows that D is midpoint of [BC] :

b) Analitically, if A0:0), B(0;b), C(c:0), then BC : 5+%=1. One put equation DE? + DF2 = EF? (2),
C

after one write D(X;Y), E(O;g), F(% ;0) in the form

2 2
{(X—O)Z+(y—g)z}+{(x—%)2+(y—0)2}:b e < 2x2 +2y* —cx—by =0.
¢ b
If D(E,E) then is clear that ;+;:l+l:1:> D eBC and
22 c b 2 2
C b C b c? b> ¢ b?
2(=)+2(=)-c-(x)-b-(x)=2-—+2.— -~ — — =0 showing that D verify equation (2). As an
(2) (2) (2) (2) n ) wing verify equation (2)

exercise, you can put equation (2) in a closer form ( substituting x in function of y or viceversa) showing that

cb
solution D(=,—=) is unique.
(2 2) q

not not
D) As for the case of altitude(s), let again D = pr,. A and E = pr,,D and F = pr,.D. If m(EDF) =90°,
then one has AD=EF.
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L : )

Clearly, ED||ACand DF || AB. Then EDFA is a parallelogram and m(EAF)=m(BAC) =90°.
Then EDFA is rectangle, and AD=EF.

not not

Reciprocally, if D= pr, A, E = pr,,D and F = pr,.D, AD=EF and m(EDF) =90°, then
DE2+DF? =EF? < DE?+DF? = AD?.

This last relation could be written as AD? — DE? = DF? = AE? = DF? = AE = DF and
AD? —DF? =DE? = AF?> =DE? = AF = DE .

Then again, AFDE is a parallelogram with congruent diagonals, proving that is a rectangle. One obtain that
m(EAF) = m(BAC) =90°, as desired.

E) Now, one consider triangle DEF isosceles, where E € (AB), F e(AC) and determine, with
straithedge and compass, position of D.

Again, triangle ABC is right. Now one has DE=DF.
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El)

Suppose that E=pr,;D and F=pr,.D.Then 2-S,,, =DE-AB and 2-S,,. = DF - ACand

AB-AC
2-S,..=AB-AC=2S_,. +2S = AB-AC=DE-AB+DF-AC=>DE=DF =————.
ABC DAB DAC AB+AC
One must construct D € (BC) such that DE = DF = AB-AC . One obtain
AB+ AC
2 2
DE _osp=—AC _ pg_DENAB'+ACT  AB  /igZiact.
DB AB? + AC? AC AB+ AC

To obtain lengh of DB, one can proceed in this manner:

At first, on right AB, and opposite direction AB, construct AF ( with compass) such that AF=AC. Now, one
can construct FM, such that FM=BC. Consider triangle BFM and consider N = AC mBM. Then one has

similar triangles BAN and BFM. Then BA__ BA AB BN

BN
= = = -
BE BA+AF AB+AC FM <BAZ+BC?
AB VAB?+ AC?.

N=—tm .
AB+ AC

One can construct D (BC) such that BD=BN. This concludes this construction.

E2) Consider now E and F midpoints of [ AB], respectively [ AC]. . One has

4.DE? =2-(DB? +DA?)— AB® and 4-DF?* =2-(DC? + DA?) — AC®.

One obtain 2DB* — AB* =2.DC? — AC?) = 2(DB—DC)(DB +DC) = AB* - AC* =

2 2
DB-DC = % On the other hand, one has DB+ DC =BC.

AB? - AC? 2BC2+AB?—AC? 3AB%+AC?

Summing these relations, one has 2- DB = BC +
2BC 2BC 2BC

=

BC? +2AB?
4BC

DB =

It will be necessary to construct an right triangle with two legs, one BC, another of length AB\/E.
Bibliography

1. Mathematicall Reflections, Problem S338.
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ZILE IMPORTANTE
= 30 31 1 3 4 S, 1: Ziua Mondiali a Pacii
= 6 7 8 10 11 12 11: Ziua internationali a rezervatiilor naturale
E S16 13 14 15 16 17 18 19 15: Ziua Culturii Nationale
525 S17 20 21 22 23 24 25 26 24: Mica Unire- Unirea Principatelor Roméane
= S18 27 28 29 30 31 1 30: Ziua internationali a nonviolentei in scoli
S19 3 4 5 6 7 8 4: Ziua internationali de lupti impotriva cancerului
“ S20 10 11 12 13 14 15 16 14: Sfantul Valentin
% S21 17 18 19 20 21 22 23 19: Ziua Brincusi
= S22 24 25 26 27 28 29 1 24: Dragobetele
S23 2 3 4 5 6 7 8 8: Ziua internationali pentru drepturile femeii
E 9 10 11 12 13 14 15 14: Ziua internationali a numarului pi
= S24 , P
§ S25 16 17 18 19 20 21 22 20: Ziua internationali a Francofoniei
S26 23 24 25 26 27 28 29 24: Ziua mondiala de combatere a tuberculozei
S27 30 31 1 3 4 5 2: Ziua internationalia autismului
6 7 8 10 11 12 7: Ziua Mondiala a Sanitatii
i 13 14 15 16 17 18 19 18: Ziua europeani impotriva obezitatii
5 S28 20 21 22 23 24 25 26 22: Ziua Mondiali a Piméntului
& S29 27 28 29 30 1 3 29: Ziua dansului
S30 4 5 6 7 8 10 4: Ziua Nationali a Inimii
ot S31 11 12 13 14 15 16 17 12. Ziua internationali a asistentei medicale
§ S32 18 19 20 21 22 23 24 21: Ziua Mondiala a Culturii
S33 25 26 27 28 29 30 31 31: Ziua Mondiali de lupti impotriva fumatului
S34 1 2 3 4 5 6 7/ 1: Ziua internationala a copilului
i S35 8 9 10 11 12 13 14 14: Ziua internationald a donatorului de singe
z S36 15 16 17 18 19 20 21 20: Ziua internationali a refugiatilor
= —
- S37 22 23 24 25 26 27 28 24: Sinzienele
S38 29 30 1 2 3 4 5 4: Ziua Crucii Rosii Romane
S39 6 7 8 9 10 11 12 11: Ziua Mondialid a Populatiei
= S40 13 14 15 16 17 18 19 15: Ziua Marcii Postale Roméane
E_’J S41 20 21 22 23 24 25 26 20: Ziua Mondiala a Sahului
S42 27 28 29 30 31 1 2 28: Ziua Mondiala de lupti impotriva hepatitei
3 4 5 6 7 8 9 7: Ziua internationali a prieteniei
= 10 11 12 13 14 15 16 12: Ziua internationali a tineretului
] 17 18 19 20 21 22 23 15: Ziua Marinei Roméne
=}
< 24 25 26 27 28 29 30 31: Ziua Limbii Roméane
31 1 2 3 4 5 6 1: Ziua Rezervatiei Biosferei Delta Dunirii
E 7 8 9 10 11 12 13 13. Ziua pompierilor din Roméania
g S1 14 15 16 17 18 19 20 15: Ziua Internationald a democratiei/ 16: Z. Europeani de prim ajutor
g S2 21 22 23 24 25 26 27 21: Ziua internationald a picii/ 23: Z. M. a curiteniei
= S3 28 29 30 1 2 3 4 1: Ziua internationali a persoanelor in varsta
S4 5 6 7 8 9 10 11 5: Ziua Mondiali a Educatiei
=
2 S5 12 13 14 15 16 17 18 15: Ziua mondiali a mersului pe jos
é S6 19 (20 |21 |22 |23 |24 |25 | 24:Ziua Natiunilor Unite
= S7 26 27 28 29 30 31 1 31: Ziua internationald a Marii Negre
S8 2 3 4 5 6 7 8 3: Ziua mondiali pentru protectia padurii
S9 9 10 11 12 13 14 15 13: Ziua internationali a nevazitorilor
E S10 16 17 18 19 20 21 22 16: Ziua internationalid pentru toleranti
% S11 23 24 25 26 27 28 29 25: Ziua internat. pentru eliminarea violentei impotriva femeilor
= S12 30 1 2 3 4 5 6 1: Ziua Nationali a Romaniei/ 1: Ziua M. de lupti impotriva HIV
S13 7 8 9 10 11 12 13 10: Ziua internationali a drepturilor omului
=
Z S14 14 15 16 17 18 19 20 20: Ziua internationali a solidarititii umane
& S15 |21 |22 [23 |24 [25 |26 |27 | 25: Criciunu
=
R 28 29 30 31 29: Ziua internationali a bio-diversititii
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