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»Cel mai sigur zid de aparare este mintea”
Antisthenes

n_lsto_ria Matematicii

ISTORIA UNEI INEGALITATI
de prof. Dumitru M. Batinetu — Giurgiu, Neculai Stanciu

In [1] s-a demonstrat ci: Ton Ionescu a publicat cu 22 de ani inaintea lui Roland Weitzenbick

inegalitatea a” +b> +c¢*> > 4S V3 . in Gazeta Matematica, Vol. III (15 Septembrie 1897 — 15 August 1898),
Nr. 2, Octombrie 1897, la pagina 52, Ion Ionescu, fondatorul Gazetei Matematice, a publicat problema:
*273. Sd se arate cd nu existd nici un triunghiu pentru care inegalitatea:

453 > a®> +b* +¢? s fie satisficuti. (I. IONESCU. )
Solutia problemei 273, apare In Gazeta Matematica, Vol. III (15 Septembrie 1897 — 15 August 1898), Nr. 12,
August 1898, la paginile 281, 282 si 283, si anume:
o Solutia I data de D-1 N. G. Muzicescu (Student, lasi).
o  Solutia 2 data de D-nii: 1. Moscuna (Bucuresti) si I. Penescu (Bucuresti).
o Solutia 3 data de D-ra Maria Rugescu (Studentd, lasi) si de D-nii: Th. M. Viadimirescu
(Rimnicul Vilcea); G. G. Urechia si 1. Sichitiu (Sc. Sp. De Art. si Geniu) si Corneliu P. lonescu
(Elev Clasa a VI-a, Liceu Galati).
e Au mai rezolvat aceasta problema pe alte cdi si D-nii: A. lliovici, I. Nicolaescu, Emil G. Nitescu,
V. V. Cambureanu si C. Vintila.
in anul 1919, Roland Weitzenbick a publicat in Mathematische Zeitschrift, Vol. 5, Nr. 1-2, pp. 137-146
articolul Uber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie, in care demonstreaza c: “In orice triunghi

ABC, cu notatiile obisnuite, are loc inegalitatea:a2 +b*+c* > 4\/§S “om)
Observam ca inegalitatea lui lon lonescu este aceeasi cu inegalitatea lui Weitzenbdock, si de aceea
inegalitatea Weitzenbdck (W) se numeste inegalitatea Ionescu-Weitzenbiock (1-W).
Inegalitatea Tonescu — Weitzenbick, la a lll-a O.1.M., Veszprém, Ungaria, 8-15 iulie 1961 a fost
data spre rezolvare concurentilor.
In legdtura cu inegalitatea lui Jonescu-Weitzenbick exista in literatura de specialitate alte doua inegalitati
celebre, si anume:

Inegalitatea Hadwiger-Finsler: a’ +b*> +c* > 438 + (a - b)z + (b — c)z + (c — a)2 )
Inegalitatea Neuberg-Pedoe: pentru un al doilea triunghi de arie 7 si laturile de lungimix,y,zavem:
a’ (Y +z2 = x)+ b +xP =y )+’ (x* +y° —2°)2168T, cu egalitate dacdi si numai dacd
triunghiurile sunt asemenea.

La a XX-a O.1. M., Bucuresti, Romdnia in 1978 a fost propusd comisiei O.1. M. de cdtre Cehoslovacia
problema: *’Fie T, un triunghi de laturi a,b,c siarie P, iar T alt triunghi de laturi u,v, wsi arie Q.
Sa se demonstreze ci: a’ (— u’ +v +w )+ b’ (uz —v+w )+ c’ (uz +v? — w2)2 16PQ .
Observam ca problema este de fapt inegalitatea Neuberg—Pedoe.

Un numar de 11 demonstratii ale inegalitatii (I-W) au fost prezentate de Arthur Engel in cartea
Problem solving strategies, Springer Verlag, 1998.

Alte 23 de demonstratii noi (vezi [1]) si 10 generalizari inedite (vezi [2]) au fost publicate in acest
an (2013) iar alte aplicatii ale inegalitatii (I-W) au fost facute de autori in mai multe lucrari tiparite.

Remarca. Descoperirea din titlu a fost facuta de autorii articolului dupa 117 ani de la publicarea sa
in Gazeta Matematica.

Bibliografie:
1. D.M. Bitinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, Inegalititi de tip Ionescu- Weitzenbiock, Gazeta Matematica-
seria B, Nr. 1, 2013, pp. 1-10.
2. D.M. Bitinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu, Some generalizations of lonescu-Weitzenbick’s inequality,
Journal of Science and Arts — Year 13, No. 1(22), pp. 27-32, 2013.
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»Greu nu e si ai dreptate, greu e si convingi pe altii.

Nu intotdeauna e greu ci numai cind ai dreptate.

Si mai ales e greu sa convingi pe cei care spun ca s-au convins.
Grigore C. Moisil

Articole si note matematice

Probleme legate de reprezentarea suprafetei unui triunghi
de prof. Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

In aceasta lucrare se exprimi aria suprafetei unui triunghi in functie de ariile suprafetelor
triunghiurilor asociate laturilor sale, se obtin identitati trigonometrice carora li se precizeaza interpretarea
geometrica si se deduc inegalitati trigonometrice. Astfel se considerad un triunghi ABC si un punct K din

planul sdu. Introducem urmatoarele notatii: S = A(AABC), S, (K)= A(ABKC), S,(K)= A(AAKC),
S.(K)= A(ABKA), ZA' =unghiul opus la varf unghiului A. Avem in mod evident urmatoarele
relatii: R, : S (K)+S,(K)+S,(K)=S,daca K €[ABC];

R,: S (K)-S,(K)-S.(K)=S, daca Kelnt(LA);R,: S,(K)+S(K)-S,(K)=S, daca
K € Int(£A) —[ ABC]. Cu acestea avem:

Propozitia 1. S, (K)=S_(K") < KK'|BC (ase vedea [1]).

Propozitia 2. Dacd K € Int(AABC), atunci cu inegalitatea mediilor si R,, obtinem:

) S, (K)-S,(K)-S.(K) S(gj 10) 87 (K)+ S, (K)+ 87 (K) 2%2-

Aplicatii:
Al. Se considera A4ABC ascutitunghic. Daca S, (K) =S -ctgB - ctgC si
S, (K)=S8-ctgd-ctgC,atunci CK 1 AB.
Solutie. Fie H ortocentrul AABC cu AA' inaltimea corespunzitoare varfului A .
In ABHA' avem tg(£BHA") = tgC = B4 = A'H = BA”_ c-cos B-ctgC si
A'H 1gC

BC-HA"a-c-cosB-ctgC

2 2 ~sinB
Deci, S,(H)=S,(K)= HK”BC (s-a aplicat propozitia 1). Analog gasim S,(H)=S,(K)= HK”AC :
Deoarece punctele A, B,C sunt necolineare rezulta K = H si CK 1 AB.
Remarca 1.1. Analog se demonstreazi ca dacd in AABC cu £ZA4>90°, K € Int(£A"),

S, (K)=S8-ctgB-ctgC, S,(K)=-S-ctgC-ctgd, atunci CK 1 AB.

S, (H)= cos BctgC = SctgBcetgC .

, . B . C , . C . 4
a’ sin—sin— b~ sin—sin —
A2.Daca S (K) = # si §,(K)= #, atunci (CK este bisectoarea unghiului C .
2cos— 2cos—
2 2

Solutie. Se calculeaza S, (/) si S, (/),unde I este punctul de intersectie al bisectoarelor AABC, si se
obtine: S,(/)=S§,(K)= IK”BC si S,()=8,(K)=> IK”CA . Deci, [ = K, asadar (CK este

bisectoarea unghiului C'.
Observatia 2.1. Relatia R, scrisa in punctul / devine S (/)+S,([)+S.(/)=§ &
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, . B . C , . C . 4 , . A . B
a“sin—sin— b sin—sin— ¢~ sin—sin—
= 2 + 2 2 + =S < a’sinBsinC +
A B
2c0S— 2¢c0S — 2¢c0S—
2 2 2

+b?sinCsin A+ ¢? sin Asin B = 8Scos§cos§cos% < 2Ssin A+2SsinB+2SsinC =

= 8Scos£cos£cosg < sinA+sinB+sinC = 4cosécos£cos£ (4,)
2 2 2 2 2 2

Remarca 2.1. Relatia R, scrisa in punctul / reprezintd interpretarea geometrica a identitatii (4,,) .

Observatia 2.2. Folosind propozitia 2 si (A4,,) obtinem

sinA+sinB+sinC23-?{/sinAsinBsinC =

= 3-3\/sinAsinBsinC < 4cos£cos§cos% = 27sin§sin§sin% <

A B C A B C _8 A B
<8cos’ —cos’ —cos’ — => 1g —1g —1g — < —COS— COS— COS — A
cos” —-cos  —cos” g lg I8 S oo c0ss 5 ) (4y)

Egalitatea are loc daca A =B =C.
A3.Inrelatia R, luaim K = O (centrul cercului circumscris A4BC) si obtinem:

R?*sin24 R?*sin2B R*sin2C
+ +

S, (0)+S5,(0)+S.(0)=5 < 5 5 5 =S
& sin2A+sin2B+sin2C:%<:> sin2A4+sin2B +sin2C = ab}s;?C &
< sin2A4+sin2B+sin2C =4sin Asin BsinC (45)

Remarca 3.1. Relatia R, scrisa in punctul O reprezinta interpretarea geometrica a identitatii (4,,) .
Observatia 3.1. Din propozitia 2 si identitatea (A4,,) avem:

373 3
ab’c

6 3 6 T 33
%sin2Asin2Bsin2CS(§j @%sinZAsin2Bsin2CS 421; =

6 6

R . . . 8R° . . .
& ?sm 2Asin2Bsin2C < sin’ Asin’ Bsin’ C (s-a folosit teorema sinusurilor) <>

< sin2A4sin2Bsin2C < g—:sin3 Asin® Bsin®’ C <
<> cos Acos BecosC < %sin2 Asin? Bsin’ C <

& ctgActgBetgC < 2;87 sin Asin BsinC (4;,)

Observatia 3.2. Tot din propozitia 2 si identitatea (A4,,) avem:
R*sin’24 R'sin’2B  R*sin’2C _ S’
+ + >
4 4 4 3
a’b’c’

12R®

< sin? 24 +sin? 2B +sin? 2C >

< sin? 24 +sin? 2B +sin? 2C > %sin2 Asin® Bsin® C <

cos’ 4 cos’ B cos’C J4
sin” Bsin® C  sin’Csin®* 4 sin’ 4sin* B 3
A4. Daca in relatia R, luam K = H (ortocentrul triunghiului ABC') gasim:

(453)
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ZS ctgd-ctgBb=8§ < ZCtgActh =1 (4,,)
Remareca 4.1. Relatia (A4, ) este valabila in orice triunghi, iar pentru triunghiurile nedreptunghiceeste

echivalentd cu identitateaZtgA =1g4-1gB -1gC.
AS5. Daca in relatia R, luam K = G (centrul de greutate al triunghiului ABC') atunci:
GB-GC-sin ZBGC S 2 .
s =— & Embmc sin/ZBGC =§ <

35,(G) =S <
(G) 5 3

o sin /BGC =6 p(p—a)p-b)(p—c) (4.)
(2a® +2¢> —b*)(2a* +2b* —¢?) !

A6. Relatia R, scrisd intr-un punct K € Int(AABC) reprezintd interpretarea geometricd a urmatoarei
sin A sin(B—B
identitati: ) — . ( ) =1 (4,,)
sinB-sinC sin(B+C, —B,)

2 . .
a”sinBsinC
ce se obtine cu ajutorul formulei § = ——————,unde 4,, B,,C, reprezinta
2sin(B+C)

ZKAC,ZKBA,ZKCA .

Bibliografie:
1. Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2012, 201-203.

2. Sclipirea Mintii, nr. XI. 2013, 6.

O generalizare a inegalitatii lui Nesbitt
de Nela Ciceu, Rosiori - Baciau si Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

In aceastd scurta notd vom prezenta o generalizare a inegalitatii lui Nesbitt, i.e.

Pentru a,b,c € R, si mne N avem inegalitatea:
" b" c” >3(a’”+b’”+c'”)

a
+ > .
b"+c" c"+a" a"+b" 2a"+b"+c")
Demonstratie. Putem presupune ca a > b > c. Atunci:
1 S 1 S 1

a”zb" >2c", 510" +c"<c"+a"<a"+b" o —— 22— 2 —
b"+c" c"+a" a"+b
Aplicand inegalitatea lui Cebdsev si apoi inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica,

obtinem:
a b P >l(a’”+b'”+c”’)( ! + ! + ! jz
a"+b"

+ 2
b"+c¢" c"+a" a"+b" 3 b" +c¢" c"+a"
9 _3(@" +b" +c")

20a" +b" +c")

1
>—(a"+b" +c")- —_— - —— =
3 b"+c"+c"+a"+a" +b

Pentru m =n=1 obtinem inegalitatea lui Nesbitt.

»Educatia este un ornament in vremuri de prosperitate si un refugiu in vremuri de restriste”
Aristotel
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Demonstrarea unor inegalitati din Octogon
de D.M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu si Titu Zvonaru

In acest articol vom demonstra unele inegalititi enuntate in [1].
Vx +3
l.x+y+z-3-3xyz>2- [ \/_ 3\/_} x, v,z >0 (vezi [1], Teorema 5, p. 79).

Demonstratie. Notand x = a’, y= b’,z=c’, inegalitatea de demonstrat se scrie succesiv:
da’+b +c =3abc) = (a+b—-2c) < 4a’ +4b> +4c® —12abc > a’ +b° —8¢” +
+3a’b+3ab® —6a’c+12ac® —6b’c +12bc* —12abc < 3(a’ +b° —a’b—ab’) +

+6c(2c® +a’ +b* —2ac—2bc) =0 < 3(a—b)* (a+b)+6c[(a—c)’ +(b—c)*]>0, adevirata.
Avem egalitate dacd si numai daca a =b=c,adica x=y=z.m

2.2 + Y  +2)+3xyz > (x+ y+2) (x> +y° +2°), x,¥,2 >0 (vezi [1], Teorema 11, p. 88).
Demonstratie. Dupa desfacerea parantezelor si reducerea termenilor asemenea, inegalitatea devine:
4+ + 2 +3xpz > X’y +xy’ +y’z+ yz° +x°z+ xz”, care este inegalitatea lui Schur.m

3. (x+y+z)(l+ 1 +1J>3 { \/(x+y)(y+z)(z+x)j29, X, v,z >0 (vezi[1], Teorema 22, p.
X y z xyz

94).
Demonstratie. Inegalitatea din dreapta rezultd imediat aplicand Cesaro ((x+ y)(y + z)(z + x) = 8xyz).
Pentru inegalitatea din stanga, aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si geometrica, avem:

(x+y+z)£l+l+l]:3+x+y+y+z+z+x23+3.3\/(x+y)(y+z)(z+x) .
X y z z X y xyZ

27 < (x+y+2z2)’°
8 (x+y)y+2)(z+x)
Demonstratie. Inegalitatea din stinga se scrie succesiv: 82 x>+ 242 x’y+
+ 242 xy® +48xyz > 272 x*y+ 272 xy® +54xyz & 3(2 x° +3xyz — szy -
— Z xp®) + S(Z x —3xyz) > 0. Prima parantezi este pozitiva conform inegalititii lui Schur, iar a doua

<4, x,y,z>0 (vezi[1], Teorema 36, p. 101).

paranteza este pozitiva conform inegalitétii mediilor. Inegalitatea din dreapta nu este adevarata; de exemplu,
pentru x =4,y =1,z =1, obtinem
216 108

=2 >4.m

5.52 25
1 1 1 1 :

5. x+y)y+2)z+t)(t+x)=2(x+y+z+1) —+—+—+; xyzt, x,y,z,t >0 (vezi[1], Teorema 18,
X y z

p. 91).
Demonstratie. Dupé desfacerea parantezelor si reducerea termenilor asemenea, inegalitatea devine:

X224yt “2xyzt 20 (xz—yt)* 20.m
7
6.Daca x>y >z>0,atunci x* + y° +z° —xy— yz —zx > g(x—y)(y —z) (vezi [1], Teorema 27, p.

96).
Demonstratie. Vom demonstra ca dacd x > y > z > 0, atunci:

x4yt 4zt —xy—yz—2x 2 3(x - y)(y - 2). Avem:

xP+yt+z? —xy—yz—zx—3()c—y)(y—z)=%(x—y)2 +%(y—z)2 +%(.X—Z)2 -
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M= = 6 =2 =)+ (=D~ - 2) =

=(x=1)'+(-2)"+(x - -2)-3x-»Nr-2)=[(x-)-(-2)] =

= (x—2y+z)*. Daci in inegalitatea x> + y* +z° —xy — yz — zx > k(x — y)(y — z) luam

x=3,y=2,z=1,obtinem 14—-11>k << k <3, deci k =3 este cea mai mare valoare a parametrului k

pentru care inegalitatea x° + y° +z° —xy — yz—zx > k(x — y)(y — 2z) este adevarati.

. X+ xy +3jxyz <3\/x X+y x+y+z
' 3 - 2 3

Demonstratie. Aplicind inegalitatea Iui Holder obtinem:

, X, ¥,z >0 (vezi[1], Teorema 3, p. 76).

(x+x+x)(x+x+X)(x+x+y)(x+y+y)(x+y+2)(x+y+z)> (x—i—@—i—%/xyz)é,
si rezulta ca este suficient sa demonstram ca:
2 (X)) (+y+2)”

4 9
SA2x+Y)(x+29)<9x+y) & (x—p)’ =20.m

g x+\/x_y+3,/xyz+4xyzt<4\/x.x+y_x+y+z X+y+z+t
' 4 B 2 3 4

Demonstratie. Aplicand inegalitatea lui Holder obtinem:
(x+x+x+x)3(x+x+y+y)3(x+y+x+z)(x+y+y+z)(x+y+z+z) (x+y+z+t)3

> (x + Xy +3/xyz +4/xyzt )12 , si rezultd ca este suficient sa demonstram ca:
4. x4y Qx+y+2)(x+2y+2)x+ y+22)(x+y+z+1)’ <
< _x3(x-:y)3 _ (x+y3+z)3 .(x+y+3z+t)3 -
2 3 4
S272x+ y+z2)(x+2y+2)(x + y+22) < 64(x + y + 2)° (1)
Folosind inegalitatea mediilor avem:
3-3\/(2x+y+z)(x+2y+z)(x+y+22) S2x+y+z+x+2y+z+x+y+2z &

x> 2x+ ) (x+2y)(x+y+2)> <3°-x

, X, 9,2,t >0 (vezi [1], Teorema 4, p. 78).

S272x+ y+2)(x+2y+2)(x + y+22) < 4% (x + y + 2)°, adica exact inegalitatea (1).m
Bibliografie:
1. Octogon Mathematical Magazine, Vol. 13, April, 2005.

DIN CUGETARILE LUI MOISIL

»Stiinta se rizbuna ca o femeie: nu cand o ataci, ci cind o neglijezi”.
»Libertate totald, ai impresia ca e un joc de cuvinte; cel putin pentru mine pare
o expresie corecta din punct de vedere gramatical, dar de fapt nu are sens, caci
fiecare trebuie sa se incadreze in legile societatii.”

»Un om e uman nu numai prin defectele lui, ci si prin calitatile lui.”

»Se stie ca un profesor bun e cel care te face ca lucrurile mai grele sa ti se para
usoare.”

»Pe omul cu adevirat capabil, limitele 1l stimuleazi. Evident, morala nu e
"puneti, fratilor, piedici!", ci ""daca dati de piedici, depasiti-le!".”
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Alte identitati remarcabile in triunghi (II)
de prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
Aceasta nota este o continuare a articolului din [1].
Teorema. Daca x,y,z e C (x # y # z), atunci avem identitatea:

(x—y+y—z+z—xj[ x oy oz J=6_(Zx)(zxy)_zxs'

- -
z X y y—z zZ—X X-—Y vz

Demonstratie. Identitatea rezultd prin simplu calcul algebric.
Aplicatia 5. In orice triunghi ascutitunghic si neisoscel ABC avem relatia:
B-C C

_ 3 4R+r)s* —2Rr=5R*)-3R(s* = (2R +r)*)
2 R(s* —=(2R+1r)%) .
Demonstratie. In teorema folosim substitutiile: x = cos 4,y =cos B,z =cosC.

Aplicatia 6. In orice triunghi ascutitunghic si neisoscel ABC avem relatia:

sin(4 — B)sin® C cosC B
[Z cosC j[z sin(A4 — B)sin® Cj -

(s> —4Rr—r*)(4s’r> — (s —r> —4Rr)*) +48s*R*r’
4sr(s* —(QR+7r)%) '
Demonstratie. In teorema folosim substitutiile: x = ctg4, y = ctgB, z = ctgC.

—6—

Aplicatia 7. In orice triunghi ascutitunghic si neisoscel ABC avem relatia:

sin sin? — cos® — P
32 2y 2 |5 R (s
2C A-B 2C r r '

cos® — =

- . o A B C
Demonstratie. In teorema folosim substitutiile: x = ctg;, y= ctg;,z = ctg;.

Aplicatia 8. In orice neisoscel 4BC avem relatia:

. A-B C ., C
sin 5 COSE sin S
Z ., C Z . A-B C
sin” — sin COS—
2
6 22R—r)(s> —4Rr —4R*)—3Rr’
Rr '

. . e ., A . ., B .
Demonstratie. In teoremi folosim substitutiile: x = sin” EX y =sin’ EX z =sin’ %
Bibliografie:
1. Bencze M., Identitdti remarcabile in triunghi, Sclipirea Mintii, Nr. XI, 2013, 9-10.
2. Colectia Octogon Mathematical Magazine (1993-2012).

Studiile reprezinta ceia ce riméane, cand uiti totul ce ai invitat la scoala.
Albert Einstein
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Cateva identitati cu numere complexe si aplicatii
de Marius Dragan si Liviu Bordianu, Bucuresti

In acest articol prezentamam cateva identitati cu numere complexe si aplicatii ale acestora.
Lema (vezi [1]). Pentru orice numere complexe z,, z,, z; au loc egalitatile:

1) 2(23 —2,)(z; +2,)° =H(Z] -z,);

2) 2(23 —2,)z,(z, +2,)° = —1_[(21 —z,)(z, + 2z, +23);

3) Z:(Z3 ~z,)zi(z;+2,)° = —1_[(21 -z, 0(z,2z, + 2,2, + 232,) ;

4) Z:(z3 —2,)z(z,+2,)" = —1_[(21 —2,)2,2,Z5 ;

5) Z:(z3 —2,)2,2,(2,4 +Z2)2 = 1_[(21 —z,)(z, +z, +z3)2 ;

6) Z:(Z3 ~z,)zi(z;+2,)" = 1_[(21 —z,)z,2, + 2,2, + 232,) ;

7) Z:(z3 —22)222232(23 +zz)2 :1_[(2l —Zz)l(Z:le2 XZZI )2 —2212223221J;
8) 2(23 —Zz)zj (z4 +22)2 :1_[(21 —22)[(221X22122 )2 —221222322122J.

Aplicatii:
1) Pentru orice numere reale pozitive x, ) si z are loc inegalitatea

D (=X (z+y) (x* +7y2) 0.

Solutie. Din lema 8 pentru z, = x, z, = y, z; = z, rezultd
Y =05+ = [ - NE oY x Y w-202) (M
Dar Zxey > 3@-3%/)&)}%2 =9xyz. Deci, Zxey —2xyz > Txyz
Din (1) obtinem:
D=5 (z+ ) 2Tz [ [(x-y) )
Dar, din lema 3, deducem Z (z=y)x*(z+y) = —H (x— y)z xy . Inegalitatea (2) devine:
Z(z X’ (z+y)* = —7xyzz (z—y)x*(z+ ), sau echivalent
D (z=y)x(z+y) (x* +7y2) 20, Vx,p,z €[0,).

2) Se considerd multimea H = {Z € C‘ZS = 1}. Sa se demonstreze ca:

22122(22122221 —2212223)2 1,Vz,,2z,,z, e H.
Solutie. Rezulta din lema 1) , 8) si 215 = zj = 235 =1.

In continuare, consideram in planul triunghiului ABC cu A(a), B(b),C(c) punctele

M(Z):A1(b;cjaBl[C;ajacl(a;bjaG(a+§+Cj-

Vom avea urmatoarele inegalitati:

3) 4) a-MA-MA? >3abc- MG ;

Solutie. Rezultd din lema 2) considerand z, =z—a,z, =z—b,z, =z —c.
4) 4> a-MA®-MA} > abc- MA-MB- MC;

Solutie. Rezulta din lema 4) si inegalitatea modulului.

5) 4 a-MB-MC-MA} >9abc- MG*.

Solutie. Rezulta din lema 5) si inegalitatea modulului.

Evident cu ajutorul identitétilor din lema prezentatd mai sus pot fi generate multe alte aplicatii pe care
le lasam in seama cititorilor.
Bibliografie: 1. Octogon Mathematical Magazine (1993-2013)




W - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - g

Triunghiul lui Pascal versus triunghiul lui Sierpinski
de prof. Ciprian Chesca, Buziau

In cautarea unor idei noi in vederea elaboririi unor probleme interesante pentru pregitirea elevilor de
gimnaziu ce formeaza lotul national restrans al Romaniei la informatica, am inceput sa studiez elaborarea
unui algoritm eficient de numarare a multiplilor de p (unde p reprezinta un numar prim dat) din triunghiul lui
Pascal. In urma acestui studiu am propus spre rezolvare elevilor, in tabdra de pregatire desfasurati la Baia
Mare in perioada 7-14 mai 2013, urmatoarea problema (enunt simplificat):

“ Fie n si p doud numere naturale nenule cu proprietatile: i) p este numar prim; ii) n+1 este o putere
naturald a lui p ”;

Notam cu M(p) numarul de multipli de p din primele n+1 randuri ale triunghiului lui Pascal.

Sa se scrie un program care citeste numerele naturale n si p si determina numarul M(p).

Date de intrare : Fisierul de intrare pascal.in contine pe primul rand numerele naturale n si p.

Date de iesire: Fisierul de iesire pascal.out va contine pe prima linie numarul M(p).

Restrictii si precizari: 2<n<10° ;2<p<10’.

Am constatat cd problema are numeroase abordari pe care le voi prezenta in continuare :

Varianta 1 (naiva)

Se pot genera termenii triunghiului lui Pascal folosind o matrice sau 2 tablouri unidimensionale, utilizand
binecunoscuta formuld de recurentd C(n,k) = C(n-1,k) + C(n-1,k-1). Se verifica apoi cati dintre acestia sunt
multipli de p. Ordinul de complexitate al acestei variante este O(n?).

Varianta 2 (utilizand teorema lui Legendre)

Pentru fiecare termen al triunghiului lui Pascal se calculeaza exponentul la care apare p in n!, in k! si
respectiv in (n-k)! adicd, cu alte cuvinte care este exponentul Iui p in C(n,k). Dacad aceastd valoare este
nenuld inseamni ca termenul respectiv este multiplu de p. Aceastd variantd are complexitate O(n®) insa
obtine punctaje mai mari decat prima varianta.

Varianta 3.  Se utilizeaza urmatorul rezultat matematic:

Numarul termenilor din sirul numerelor C(n,0),C(n,1), ... ,C(n,n) care sunt multipli de p este egal cu:

n+1 — (ni+1)(nz+1)...(nx+1) [1], unde ny, ny,..., ny sunt cifrele scrierii lui n in baza p.

Spre exemplu dacd n =7 si p = 2 atunci in sirurile:

C(2,0),C(2,1), C(2,2) sunt 2+1—(1+1)(0+1)=1 multipli de 2, deoarece 2(in binar) = 10

C(3,0),C(3,1),...,C(3,3) sunt 3+1—(1+1)(1+1)=0 multipli de 2, deoarece 3(in binar ) = 11
C(4,0),C(4,1),...,C(4,4)sunt 4+1—(1+1)(0+1)(0+1)=3 multipli de 2, deoarece 4(in binar) = 100
C(5,0),C(5,1),...,C(5,5)sunt 5+1—(1+1)(0+1)(1+1)=2 multipli de 2, deoarece 5(in binar) = 101
C(6,0),C(6,1),...,C(6,6)sunt 6+1—(1+1)(1+1)(0+1)=3 multipli de 2, deoarece 6(in binar) = 110
C(7,0),C(7,1),...,C(7,7)sunt 7+1—(1+1)(1+1)(1+1)=0 multipli de 2, deoarece 8(in binar) =111

In total vor fi 1+0+3+2+3+0 = 9 multipli de 2 in primele 8 randuri ale triunghiului lui Pascal.

Acest rezultat matematic reduce ordinul de complexitate de la O(n”) in cazul variantelor anterioare, la
O(n-lgn).

Varianta 4. Se calculeaza termenii din triunghiul lui Pascal modulo p si se observa aparitia unor ,,modele”
in formarea acestuia. Mai precis elementele nule din triunghi impreuna cu elementele nenule formeaza un
fractal cunoscut sub numele de triunghiul Iui Sierpinski.

Acum se poate explica si restrictia impusa si anume cd n+1 trebuie sa fie o putere a lui p,
incat fractalul sa se incheie cu un triunghi complet. Determinarea numarului cerut de
problema se poate face acum recurent cu relatia:

astfel

0; daca x=0
M - . -1- (1 —
N (12?+1—)'M(x—1)+(p D-p 1 1),dacaX>0

unde t este o putere a lui p, iar x este un nivel complet al fractalului.

Ordinul de complexitate al acestei solutii este O(lg n) si permite determinarea
rezultatului cerut de problema, pentru valori foarte mari ale lui n, Intr-un timp foarte scurt.

Rezultate bune la aceasta problema le-au obtinut elevii: Oncescu Costin, Caimpulung Muscel (100p), Marian
Darius, Bucuresti (100p), Chichirim George, Constanta (82p).

Bibliografie:

1. Gazeta Matematica nr. 4/1983, pag. 176, Probleme pregititoare pentru O.I.M., autor Ioan Tomescu.
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Solutii alternative si generalizarea unei probleme date la olimpiada
de prof. Mitea Mariana, Cugir

in triunghiul ABC cu AB = AC, fie D mijlocul laturii [BC], E piciorul perpendicularei din D pe
AC si F mijlocului segmentului [DE]. Sa se demonstreze ca AF | BE .
(Problema 84/ pag 113; E. Rusu. Problematizare si probleme in matematica scolara, EDP. 1978)

A
Prezentam in continuare urmatoarele solutii:

Solutia 1.
Fie G piciorul perpendicularei duse din B pe [AC]. Cum BD=DC
si BD||DE (BG L AC, DE 1 AC)rezulta CE=EG. Se
demonstreaza ca triunghiurile ADE, ACD si BCG sunt asemenea,
. .AE DE 2EF EF . AE EF |
1ar atunci = = = . DiIn —=——si
BG CG 2GE GE BG GE
KAEF = <BGE =90° = AAFE ~ ABGE = ¢
XEAF =< GBE = AE 1 BG = AF | BE (unghiuri cu
laturile perpendiculare). E
Solutia 2. B F C
G
E
F

Fie AF N BE = {H} si de asemenea BG 1. AC . Avem

XAED = <BGC =90°si <EDA=90" - <EDC = <GCB =
AEDA ~ AGCB.(1). Cum DE || BG si D este mijlocul lui [BC] A
m

D
D
Solutia 3. (vectoriala)

F:E+ﬁ=ﬁ+%ﬁ), BE = BD+ DE = DC - ED = DE + EC - ED = EC - 2ED.

rezultd ca E este mijlocul lui [CE]. Atunci, [BE] este mediana in
AGCB (2). F este mijlocul lui [DE] prin urmare [AF] este
mediana in AADE (3).

Din (1), (2), (3) rezulta

AFAD ~ AEBC = «<FAD = <EBC = <«xHAD = <xHBD , unde

AF N BE = {H} si De [BC] . De aici rezulta ca patrulaterul
HABD este inscriptibil.

Rezulti <ADB = <AGB = 90° (ca unghiuri formate de diagonale
laturile opuse) = AF 1 BE .

cu

C

Cum A4E L EDsi BC L ED resla 4F -5E ~{ A+ BD |-(EC~26D) = AE -EC - ED- D

Atunci, F‘B—E=AD-ED—ED-ED=(E—HD)-E=E'@=O,prinurmare
AF 1 BE = AF 1 BE.

Solutia 4. (analitica)
Consideram sistemul ortogonal de axe, xdy, unde D(0;0), B(—a;0),C(a;0), A(0;h) unde a,b)O0.
a

Ecuatia dreptei AC este y = —éx +b,deci m,. = b , de unde m,, = 3
a a
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Ecuatia dreptei DE este y = %x. Din

AC N DE ={E} rezulta coordonatele punctului A(0,b)

ab’ a’b
E , 1 coordonatele mijlocului
[aerb2 czzwtszS !

ab’ a’b
F 2 25 2 2 °
2(a”+b") 2(a” +b")

Ecuatia dreptei AF este y = —%x + b deci E

m,. = —M. B(-a,0] D[o,o)F Cla,0) X
ab

Ecuatia dreptei BE este y = 2bzaf_ g X+ Zb?i_baz ,deci my, = —%f—_ib_cf.

Cum m,, m,, = szbz -2bf’ljaz — 1= AF 1 BE.

Alte solutii se pot gasi siin [1]. )

Problema admite si o generalizare: In triunghiul ascutit unghic ABC, fie D piciorul

perpendicularei din A pe BC, respectiv E la perpendicularei din D pe AC. Punctul F este situat pe
DF  ctgC

DE astfel incit —— = .Ardtati cd AF | BE.
FE  ctgB
Demonstratie:
Fie {L} =AFNBEsi BK 1 AC, K € [AC]. Din DE 1 AC, conform Teoremei lui Thales

rezulta bc = E—C Din AADC dreptunghic avem ctgC = bc iar din A4ADB dreptunghic avem
DB EK AD

D . o
ctgC = —C, ceea ce face sd obtinem egalitatile:
ctigB DB

DF _¢tgC DC _EC
FE cigB DB EK

ctgB = DB , de unde
AD

(1). Din m(lﬁ)=m(5[-}7{)=900 —m(ﬁ) si cum

DE AE DE CK
— — —

<ACB = <ADE = AAED ~ ACBK = —— = = ).
CK BK AE BK
De asemenea, se obtine si relatia = FE = FE=ED LK . (3).
ED FE+DF CK

Din (2) si (3) rezulta g (EAF) = % = % =1g(KBE) = <EAF = <KBE . De aici rezulta

XDAF = «<CBE = «DAL = <DBL = punctele A,B,D,L sunt conciclice. Atunci,
m(Zﬁz) :m(A/D\B) =90° = AF 1 BE.
Bibliografie:

1. Eugen Rusu. Problematizare si probleme in matematica scolaria, EDP. 1978.
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Jubileu — Filiala Rm. Sarat a SSMR

45 de ani de existenta

- Profesorul Constantin Rusu —

Profesorul Constatin Rusu s-a nédscut la 10 aprilie 1942, in comuna Finta,
judetul Dambovita — ca al patru-lea fiu al lui Gheorghe si al Smaranda.

A urmat clasele elementare in comuna natala, iar studiile liceale la Ploiesti,
la liceul >’Alexandru Toma’’, astazi Colegiul National >’Mihai Viteazul’’. In cei
patru ani de liceu a intalnit o atmosferd intensa de lucru la Gazeta Matematica,
unde exista o Intrecere adevarata. Aceastd etapa a fost hotaratoare in devenirea sa
ca profesor de matematica si ca slujitor al SSMR. A urmat Facultatea de
Matematicd si Fizica (din 1963 Facultatea de Matematica Mecanica) in perioada
1960-1965, fiind repartizat la Liceul Teoretic ’’Stefan cel Mare’’ din Ramnicu
Sarat. Aici si-a desfasurat activitatea conform principiului >’Omul sfinteste locul’” (insusit de la tatal sau)
perfectiondndu-si continuu activitatea de predare si pregatirea stiintifici. A fost directorul liceului in
perioada 1987-1990 militdind pentru formarea unui climat sandtos de munca si profesor metodist al ISJ
Buzéu din anul 1980 si pand in 2008 (an in care s-a pensionat). A primit din partea Ministerului Educatiei
titlul de >’Profesor Evidentiat’ in anul 1982 si Diploma de Excelentd pentru intreaga carierda didactica si
pentru activitatea remarcabild desfasurata la disciplina Matematica in 2007.

La 6 aprilie 1968 (datd la care s-a infiintat subfiliala Ramnicu Sarat a SSMR) a devenit membru
SSMR, iar in ziua de 2 aprilie 1972 a fost ales presedinte al subfilialei. incepand de la aceasta dati, a fost
reales presedinte al subfilialei din 4 1n 4 ani. Prin stradania domnului profesor Constatin Rusu si a colegilor
sdi s-a reusit ca Filiala Radmnicu Sarat sa fie prima filiald a SSMR finscrisd in Registrul Asociatiilor si
Fundatiilor, primind personalitate juridica in conformitate cu OG 26/2000 la data de 27 iulie 2005.

A publicat la Gazeta Matematicd mai multe articole si probleme. A participat cu lucrari la diverse
sesiuni stiintifice si simpozioane organizate in diverse locuri din tara. A organizat la Ra&mnicu Sarat sesiuni
de comunicéri stiintifice si simpozioane nationale (mai 1983, aprilie 1987, noiembrie 2001, noiembrie 2002,
octombrie 2005, aprilie 2006, aprilie 2007, octombie 2009, octombrie 2011) iar toate lucrarile prezentate au
fost publicate in patru volume avand titlul *’ Articole si note matematice’’. A contribuit in mod hotarator la
editarea lucrarii *’Curbe algebrice plane si invariantii lor topologici’’a decanului de varsta a SSMR
Alexandru Popescu-Zorica. Atat cadrul legal cat si activitatea intensd desfasuratd la Filiala din Ramnicu
Sarat a SSMR a produs atragerea unui numar mare de colegi buzoieni care au devenit membri.Datorita
acestui fenomen, domnul profesor Constatin Rusu, a ajutat la reorganizarea Filialei Buzau a SSMR care s-a
produs la 24 ianuarie 2009.

A primit din partea SSMR si a ministerului educatiei diverse diplome si medalii:

Diploma Jubiliara cu prilejul implinirii a 100 de ani de la infiintarea Gazetei Matematice; Medalia jubiliara
cu prilejul Implinirii a 100 de ani de la infiintarea revistei Gazeta Matematicd; Diploma 110 ani de aparitie
neintreruptd a Gazetei Matematice 1895-2005; Medalia jubiliara *’Centenarul SSMR”’ 1910-2010; Diploma
de Excelenta acordata pe anul 2008 pentru intreaga activitate desfasuratd in cadrul SSMR 1in vederea cresterii
invatdmantului mathematic romanesc; Diploma de Excelenta acordatd de Filiala Vélenii de Munte pentru
contributia deosebitad la promovarea spiritului matematic in invatamantul romanesc, contribuind la afirmarea
tinerilor talente precum si pentru sprijinul generos acordat Filialei Valenii de Munte.Am incercat in aceasta
scurta prezentare a domnului Constatin Rusu sa subliniem o parte din activitatea sa de ’activist’”> SSMR —
recunoscuta pe deplin si de Adunarea Generald a Filialei Rdmnicu Sarat a SSMR — care la data de 28
ianuarie 2012 i-a propus functia onorifica de Presedinte de Onoare, functie care a fost acceptata cu drag.

Din respectul pe care oamenii din comunitatea rdmniceand 11 dau domnului profesor Constantin
Rusu, avem convingerea ca el reprezintd un model pentru ei. Cu prilejul implinirii celor - 45 de ani de
existentd a Filialei Rm. Sarat a SSMR - 1i uram domnului profesor viatd lunga si sd iubeasca in continuare
matematica, pentru cd asa cum chiar el o spune mereu — *’aceasta iubire ne vindeca de foarte multe boli’’.

Costicid Ambrinoc, Presedinte Filiala Ramnicu Sarat a SSMR
Neculai Stanciu, PrimVicepresedinte Filiala RAmnicu Sidrat a SSMR



» Acolo unde existd o mare sete de invatatura, firesc este sa fie
si multe discutii in contradictoriu, multe scrieri si opinii,

ciici opinia, la oamenii de valoare, este cunoastere in devenire”.
John Milton

Probleme rezol

» Invatamant primar

| FPA}. intr-o scoali, numiirul elevilor corigenti este o optime din numiirul celor promovati. Diferenta
dintre numirul elevilor promovati si al celor corigenti este 245. Céti elevi sunt corigenti si cati sunt
promovati? Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Dacé la un corigent avem 8 promovati, aceasta inseamna ca diferenta este 8 -1 = 7. Cum
diferenta dintre numarul elevilor promovati si al celor corigenti este 245 rezultd 245: 7 =35 reprezentand
faptul ca diferenta este de 35 de ori mai mare. Rezulta, numarul corigentilor este 35 iar numarul promovatilor
este 8-35=280.

| @¥ALY. Determinati numerele m, n si p, stiind ca m+n=7, m+p=14 si 3m+n+p=24.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Adunind primele doua egalititi, obtinem 2m+n+p =21.

A treia inegalitate o putem scrie astfel : m+(2m+n+p) =24, deci, m+21=24, de unde

deducem ca m =3. Din prima egalitate rezultd ca n = 4, iar din a doua inegalitate, ca p = 11.

. Determinati numerele naturale a ciror suma este 46 si al ciror produs este tot 46.

Prof. Nicoleta Gabriela Lupsan, Berca, Buzau
Rezolvare:
46=2x23xIxIlx---x1 , 46=2+23+1+1+---+1

21 factori 21 termeni

. Doi muncitori au primit pentru o lucrare 4176 lei. Primul muncitor a lucrat 60 de zile cate 3
ore pe zi si al doilea 42 de zile cite 4 ore pe zi.

Ce sumai a primit fiecare muncitor? inv. Ion Lupsan, Berca
Rezolvare:

60 x 3 =180 (de ore a lucrat primul muncitor), 42 x4 =168 (de ore a lucrat al doilea muncitor)

180 + 168 = 348 (de ore au lucrat cei 2 muncitori), 4176 : 348 = 12 (lei pe ora)

180 x 12 = 2160 (de lei a primit primul muncitor), 168 x 12 =2016 (lei a primit al doilea muncitor)

| $PJ¥). Sa se afle un numir stiind cid daca il impirtim la 8, citului obtinut ii adunim 13, suma
obtinuti o inmultim cu 4, iar din produsul obtinut scidem 25, obtinem 55.
Prof. Nicoleta Loredana Clinciu , Mihailesti

Rezolvare: Notam cu ,,a” numarul cautat. Din (a: 8+ 13 ) x 4 — 25 = 55 folosind metoda mersului invers
seobtine a:8=7deunde a=7x8=56 . Raspuns: 56.

| #¥IR]. Un camion transporti 100 saci cu porumb a cite 52 kg fiecare, 100 saci de oviz a cate 62 kg si
10 saci cu orez a cite 44 kg. Ce cantitate de cereale transporta camionul?
Prof. Cornelia Mihaela Luca, Mihailesti
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Rezolvare:

1.Care este cantitatea totald de porumb din cei 100 de saci? 100 x 52 =5200 (kg porumb)
2.Care este cantitatea totala de ovaz din cei 100 de saci? 100 x 62 =6200 (kg ovaz)

3.Care este cantitatea totald de orez din cei 10 saci? 10 x 44 =440 (kg orez)

4.Care este cantitatea totala de cereale? 5200 + 6200 + 440 =11840 (kg de cereale)

Raspuns: 11840 (kg de cereale)

| $P1%). Un numar este cu 40 mai mare decat alt numir. Dacd numirul cel mare il inmultim cu 5

obtinem 700. Aflati numerele. Prof. Cristian-Cosmin Lupsan, Buzau
Rezolvare: Notam numarul mai mic cu ,,a”, si atunci numarul mai mare este ,,a +40”.
5x(a+40)=700 ; 5a+200=700; 5a=3500; a=100 a+40=140

| $Ps. Patru frati au mers in libririe si cumpere caiete. Cel din clasa a II-a a cerut cu 2 caiete mai
mult decat fratele din clasa I, cel din clasa a III-a cu 3 caiete mai mult decat cel din clasa a IlI-a, iar cel
din clasa a IV-a a cerut cu 4 caiete mai mult decét fratele din clasa a IIl-a. in total s-au cumpirat 84
de caiete. Cite caiete a cumparat fiecare copil?

Prof. Gabriela Marinescu, Vadu Pasii
Rezolvare:
1. Cate caiete s-ar fi vandut daca toti ar fi cumparat cat cel din clasa 1?7 84-2-5-9=68 (caiete)
2.Cate caiete a cumparat cel din clasa [?  68:4=17 (caiete)
3.Cate caiete a cumparat cel din clasa a [I-a? 17+2=19 (caiete)
4.Cate caiete a cumparat cel din clasa a [1I-a? 19+3=22 (caiete)
5.Cate caiete a cumparat cel din clasa a [V-a? 22+4=26 (caiete)
Raspuns: 17; 19; 22; 26 de caiete

. Catul a doud numere este 28, iar restul 4. Daci aduniam deimpartitul, impartitorul, catul si
restul obtinem 239. Aflati cele 2 numere.

Prof. Daniela Ticea, Buzau
Rezolvare:
Cum a=b-28+4 rezulta a+b+28+4=239 finlocuima=28b+4
28b+4+b+28+4=239 de unde rezultd 29 b + 36 = 239 iar mai departe se obtine
29b =203, b=203:29,b="7iara=28x7+4,a=200.

» Clasa a V-a
. Determinati multimile A, B, C stiind ca indeplinesc simultan urmiétoarele conditii:
1) C\A={a;b}; 2) AUC={a;b;c;d;g;h}; 3) AnB={c;g;h};4) (B\C)U(C\B)={c;d;e; [}

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:
Din egalitatea (C U A)\(C \ A) = A i din conditiile 1), 2) rezulta A4 = {c;d;g;h} ;
Din conditiile 1), 2), 4) rezultd a € C,b € C,e ¢ C, f ¢ C; Din conditiile 3), 4) rezulta
cegC,geC,heC,deC.Asadar, B= {a;b;c;e;f;g;h} , C= {a;b;d;g;h}

[eREYl. Scrieti numirul 536°""" ca sumi de trei pitrate perfecte, distincte, nenule.
Prof. Nicolae Iviaschescu, Craiova
Rezolvare:
2 2

53621 =53621°.536 = (5361005) (62 +10% + 202) = (5361005 -6)2 +(536‘°05 -10)2 + (5361005 -20)
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[eFREi1. Sii se arate cii numirul 2°° are 28 de cifre.
Titu Zvonaru, Cominesti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Folosind inegalitatea2'® = 1024 > 1000 = 10" obtinem:

2% =2°¢ '(210)9 >64-10"7 >10*™.  Avem succesiv:

2% =1024 <1025=5"-41=2% <5%-1681<5%-1700 =5° -2 -17

=2 <5°17=2%<5".289<5".290=5".2-29

—=2% <5%.20=2" <5%.841 < 5% -850 =5 .34

=29 <5%.17<5%.20=5%.2> =29 < 5%,
siatunci 2% -2% <5%.2% = 2% <10¥.

Din 10** < 2% <10% deducem ca 2 are 28 de cifre.

Noti. Inegalitatea 2”° < 10>’ nu rezulta din 2** <10 (vezi problema E:14325 din GMB 4/2012)

. Media aritmetici a varstelor membrilor familiei Escu este 26, mama are 44 de ani, si
media aritmetica a varstelor tatilui si copiilor este 20. Cati copii are familia Escu?

D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Notam cu C numadrul copiilor din familie si cu /' suma varstelor tuturor membrilor familiei .
Din ipoteza rezulta:

T —
CH2 o 06C+52=F i 20C+20=F —44
F—44

20 =
C+1

Deci, 26C +52 =20C + 64 < 6C =12 . Asadar in familia Escu sunt 2 copii.

(BRIl Fie a, b, ceN si A=2""".4+3"7.p+3" " .c. Dacii A este par, si se arate atunci si ci

2012-a+2013-b+2011-c este par.
Prof. Tuliana Trasca, Olt

Rezolvare: A4 =3"" -(b+3c)+ 2°°" .4 par=> b+3cpar=> bsi cau aceeasi paritate
= 2013-h+2011-cpar= 2012-a+2013-b+2011-c par

. Gisiti numerele ab stiind ca ab = (a+b)ab+b.

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare: Avem  ab = (a+b)yab+b < 10a+b=9a+b)ab+b10 si deoarece a=#0 , rezultd
10=(a+b)-b, deunde b #0,a+b>b,Scriind 10 =5x2=10x1 obtinem:

-a+b=5b=2=ab=32: -a+b=10,b=1=>ab=91.

(&RRIP). Aritati ca orice numir de forma xyxyxy se divide cu 13.
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:
XYXyxy = E~10000+E-100+5 = 5-10101 Cum 10101 se imparte exact la 13 rezulta ca
xyxyxy:l3
. Sa se simplifice fractia £ = 377 437 7 ,neN. Prof. Claudia Popa, Berca

5n+l + Sn

3”-7”(72+3-7) 377770 3.
s"(5+1) 56 5

Rezolvare: E =
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. Gisiti numere naturale n (n,(n,(n,(n,(n, care verifica relatia:
n’+n, +n’+n’ +n +n. =3224(Enunt corectat).
Prof. Tonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: 3224 =52-62=(4"+6*)(I> +5° +6°) =4° +20° + 24> + 6> +30° +36° =
=4’ +6° +20> +24° +30° +36°. Cum s-a cerut n,(n,(n,(n,(n(n,, rezulta
n =4, n,=6, n, =20, n, =24, n; =30, n, =36.

ER]

Comentariu (Titu Zvonaru): Asa cum era enuntul initial *’Gasiti numerele naturale...”” intelegem
rezolvarea in numere naturale a ecuatiei date. Aceastd cerintd ar putea fi solutionata cu ajutorul
calculatorului, pentru ca sunt de analizat multe cazuri, dar in numar finit. Cu titlu de exemplu, numai

pentrun, =1 si n, =11 (numarul revistei in care a aparut problema) se obtin 35 de solutii; iatd cateva
3224 =1+11° +12° +132 +172 +50° =1+11> +14% +167 +25° +45° = 1+11> +17° +
+197 4347 436> =1+117 +197 +22° +317 +36” =1+117 +23% + 24 +29° + 347,

= Clasa a VI-a

(&RPA]. Aflati numerele naturale de doua cifre pentru care diferenta dintre numar si risturnatul siu
sa fie egali cu triplul cifrei zecilor

Prof. Nicolae Iviaschescu, Craiova
Rezolvare: Din ab—ba=3a=2a=3b=abe {32, 64,96} .

(&RP]]. La un centru de excelentid profesorul are 5n+17 probleme pe care le imparte in mod egal la cei
3n+3 elevi(n € N) . Aflati numaérul elevilor de la centrul de excelenti, stiind ci acesta e mai mare decét

15 si mai mic decét 36.
Prof. Tuliana Trasca, Olt

Rezolvare: data de DI. Titu Zvonaru :
Cu datele pe care le contine problema, nu exista solutii:

Sn+17
3n+3

gN.

15<3n+3<36 < 4<n<1l sipentrunici un 7 € {5,6,7,8,9,10},

Se obtine solutia #» =11, dacd punem conditia 15 <3n+3 <36.

(O3RDI). Aritati ca
(D)= (3)(-1-243) 4 (-2)3) = (-2 =3+ D+ (-1)(-3) ~ (-2)(3-1+2)|(-1-2-3) =
= (=1’ +(=2)’ +(-3)’ -3(-1-2-3).

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare: Membrul stang este egal cu membrul drept si anume cu — 18.

[ORRIIN. Aritati ci numirul g =2"-5"7 +4"-25"7 +31 (n > 2) este divizibil cu 9.
Prof. Gheorghe Darstaru, Berca, Buzau

Rezolvare: a=2"-5"7+4".25"7+31=10"-25+100""-16+31=
=25000...00+1600...00+31=1600...002500...0031. Cum suma cifrelor lui a este 18, rezulta ca a este

n 2n—-4 n—6 n-2
divizibil cu 9.
Rezolvare alternative, dati de DI. Titu Zvonaru: Deoarece (p +1)" = M, +1, avem:
a=25-10"+16-100"7 +31=25(9+1)" +16(99 +1)"* + 31 =M, +25+16+31=M,+72=M,,

pentru n > 2. Pentru n =2 avem a = 2500+16+31=2547 = M,.
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(&R Si se determine numirul natural n astfel incat 4 = {x € N‘6 -7" (x(49"} si aiba 6 elemente.
Prof. Adrian Stan, Buzau

2
Rezolvare: Numirul elementelor multimii A este 49" —6-7"-1=6= (7") -6-7"=7T=>

7" (7" —6) =7 = n=1. Asadar, pentru n = 1, elementele multimii A sunt cuprinse intre 42 si 49 adica
A ={43,44,45,46,47,48}.
C . . 11 1
G:400|. Determinati toate perechile (x, y) de numere naturale care satisfac relatia: — + — = 011"
Xy
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buziu
Rezolvare: Avem x> 2011,y >2011. Prin urmare luam in ecuatia datd x =2011+a,y=2011+5b,

unde a si b sunt numere naturale nenule. Obtinem:

1 1 1

+ =
2011+a 2011+H 2011
(a,b) € {(1,201 1*),(2011,2011),(2011° ,l)}. Asadar, obtinem urmatoarele trei solutii pentru ecuatia data:

(x,¥) € {(2012,2011-2012),(4022,4022),(2011-2012,2012)}

G:401]. Fie proportiile gZ% si Y -

4

= ab=2011°. Deoarece 2011 este numar prim rezulta

z
5 . Determinati x, y, z stiind ca x-y-z=10800,
unde x, y,z € Q*.
Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
X X X
Rezolvare: Din —:Z:—:l si %: z :l:irezulté o) i:k , deci, x = 12k,

5 12 20 97720 45 12 20 45

y =20k, z = 45k; rezulta: xyz = 10800k ° , adica, 10800 = 10800k ° , de unde, deducem ca numarul k este egal
cul. Asadar, x =12, y = 20, z=45.

< N . v qxex\ 2013
(O:11P). Si se rezolve in N ecuatia (3 +4"+5 ) =6"".

Prof. Ionel Tudor, Calugireni, Giurgiu
Rezolvare:

671 671
Cum 6°°° =6 =(6°)*"", ecuatia dati este echivalenti cu (3x +4" + SX) = (63) =
3" +4"+5" =6’. Singura solutie buni este x =3, deoarece, daci x € {0; I; 2} = 3" +4" +5°(6’ iar daca
X3 =3 +4" +5%)6.
(@R:1IR]. Rezolvati in Z ecuatia: 20137+ = (1+243+...+62+63-3)".

Prof. Ion Stinescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare:

1+2+3+...+62+63—3:%—3:2013; deci, 2013"*" =2013" =>nn+1)=89=>n=_8

sau n(n+1)=-9-(-8), deci, n=-9, caci, 72 =-9-(-8) . Asadar, S = {8; -9}

(@F/11%). Determinati numerele naturale x, p pentru care avem: 3-2" +1=7".
Prof. Florin Stanescu, Gaesti,Dambovita
Rezolvare: Pentru x=0=3+1=7"=7" =4, fals.
Pentru x=1=6+1=7"= p=1.
Fie x>22=3-2"+1=M, +1,iarcum 7" = (M4 + 3)p = p = 2k. Astfel, ecuatia devine

327 41=7*=3.2"= (7k —1)(7k + l).Daca d este c.m.m.d.c. al numerelor 7° =1 si 7" +1, rezulta,
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prin scadere, d|2 si cum d este par, rezultd d =2.Acum, din 3-2% = (7" - 1)(7k + 1), obtinem

urmatoarele cazuri:

N7 -1=25si 7" +1=3-2""= 7" =3, fals.

2) 7" -1=2-35i7"+1=2"=2k=1=8=2"=x=4.
in final, (x, p) e {(1,1),(4,1)}.

= Clasa a VII-a

(1IN Se considerd numerele a,b,c € Rastfel incat a+b+c=8, a*+b* +¢* =20si abc>11. Sa se

I 1 1
determine maximul expresiei —+—+—. Prof. Adrian Stan, Buziu

a b ¢
Rezolvare:

(a+b+c) —(a* +b* +c%) B 8 —20 B
2 2

(a+b+c)’ =a" +b> +c* +2(ab+bc+ca) = ab+bc+ca= 22

1 1 1 ab+bc+ca 22
= —+ Z +—= a—ba <— =2. Asadar, maximul expresiei date este mai mic sau egal cu 2.
a c abc

Comentariu: Folosind cunostinte ce depasesc nivelul clasei a VII-a, dl. T. Zvonaru arata ca maximul nu
poate fi egal cu 2.

. N | 1 1 1
G:406|. a) Determinati numerele naturale nenule a,,a,,a;,a, astfel incit — +—+—+—=1;

a” a a a,
o ooa | 1
b) Determinati numerele naturale nenule a,,a,,....,a; astfel incat —+—+..+—=1.
a4 dg
Prof. Lucian Tutescu, Craiova, Prof. Dumitru Sivulescu, Bucuresti
Rezolvare:

1 1 1 I 1

a) Bvident a, #1,Vi=1,4.Fie q 2a,2a; 20,22 = —<—F<—<—<—=

l=—+ —<—F—F—F—=lD —=—=—=—=—>=ag =a,=a,=a, =2;
= » = A =4,
a’ a’ a’ a 4 a’® a’ a’ a’ 4 1 ’
. 5 I 1 1
b) Procedand analog, rezultd 1=—+—+ +—3S§+§+ +t—=1=ag =a,=...=a;,=2
a
| 2 8

1
2 + 2
a+a+l b +b+1

G:407. Fie a,beRastfel incat a-b=1.Aratati ca

2 .
25. In ce caz avem

egalitate?

Prof. lleana Didu, Dana Camelia, Craiova
, 1 1 a* a+1 _2 5 .
Rezolvare: Din b=—= — +— =— > — <> (a—1)" 2 0.Egalitate pentru a=b=1.
a a+a+l a +a+l a +a+l1 3

X
=m+=.
2

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

8 4x
G:408. Determinati 7 € Q astfel incat 3 si fie solutie a ecuatiei

. , 8 ,
Rezolvare: Inlocuindu-I pe x cu g se obtine m =1.
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(@11l Si se descompuni in factori expresia 322 +4.5"2, Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova
Rezolvare:

3012 4 52012 _ (31006 )2 +(2_51006 )2 =(31006 )2 40,3006~ 51006 +(2_51006 )2 _4.31006 51006 _
_ (31006 +7.51006 )2 _(2.3503 5503 )2 _ (31006 4+ .51006 4 o 3503 _5503)_(31006 1+70.51006 _~ 3503 .5503).

(@ 1l]. Fie ,, a” un numar natural nenul care are 2013 divizori si numirul b =111...14444...4 in care

cifra 1 se repeti de 1006 ori iar cifra 4 se repeta de 2012 ori. Si se arate ci «/a-b este numar irational.
Prof. Valerica Pometescu, Craiova

Rezolvare: Fie d,(d,(d,(..{d,;,divizorii lui a. Atunci, a =d, -d,,; =d, -d,y, =...=d, 06 * A5 -
a . < . a 2 5 x <
Dar, d,, |a = —|a ,si cum d,, a rimas singur, = d,,, =—— => a =d,,, , rezulta ca a este patrat
1007 1007

perfect. (1). (De altfel, a este patrat perfect, caci numarul a are un numar impar de divizori)
Cum b=111...111-10°% +4-111..111=111...111-10*"2 +4-111..111-10"° +4-111..111 =

1006del 2012del 1006del 1006del 1006del

=111..111-(10"° +2)*jar 111..111=111..100+11= M4 +11= M4+ 3, rezulta de aici ca b nu poate fi
— —— —

1006del 1006del 1004 del

patrat perfect. (2). Din(1)si (2) rezultd ca a-b nu este patrat perfect, asadar, Va-b € R\Q )

(&AW1 Si se arate cd dacid A si B sunt douii numere formate din 2n respectiv n cifre identice egale cu

a(A+16B) + 94>

,» a”, atunci, numarul N = este patrat perfect.

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Numerele A si B se scriu: A = aaa..a, B = aaa..a , de unde
— —

2n—cifre n—cifre
A = aaa..a-10" + aaa..a=10" -B+B. Numarul N se scrie:
— —
n—cifre n—cifre
N = 2(4+16B)+a> =3(10”B+17B)+a2=3[(10” —1)B+188]+a2= 9 qaa..aB+2aB+a*=
9 9 9 e

a-111..1-B+2aB+a*=B-B+2aB+a* =(B+a)* =
—

n—cifre

2 2 2
_ 2 _ 2 2 _
[aaa...a+a] =a [111...1+1J =a”-111..12 —[alll...IZJ .
n—cifire n—cifre n—cifre n—cifire

. Gigel, deseneazi pe o coalid de hirtie punctele A4, B,C, D, E astfel inciat: AD = BE =6 cm,
DE =2cm, AB=10cm, EC =8 cmsi AC =16cm.
a) Determinati lungimea segmentului BC firi sa vedeti punctele desenate de Gigel;
b) Executati desenul ficut de Gigel.

Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzdu
Rezolvare: a) DinAD+DE+EC=6+2+8=16= AC,
rezultd ca punctele A4,D,E si C sunt coliniare. Deoarece

AB* =10° =6° +8* =BE* + AE*, rezultd din reciproca A8 DB2c= : £
teoremei lui Pitagora ca BE 1 AE < BE 1 EC . Din teorema lui

Pitagora in triunghiul BEC rezulta BC =10 cm. 6

a) Gigel a facut fie desenul din figurd - 1in care punctul B este 10 ?

situat in jos fata de dreapta AC, fie aceiasi configuratie a
punctelor dar cu punctul B situat in sus fata de dreapta AC .
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= Clasa a VIII-a

G:413\ Fie a,b,c € R astfel incat

2a+2b+c <1,

6a+3b+2c| <],

15a+10b+6a| <1.Si se arate
ca |a +b+ c| <15.Céand avem egalitate ?

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Sa determinam trei numere reale x, y, z astfel incat

x(2a+2b+c)+ y(6a+3b+2c)+z(15a+10b+ 6a) = a+ b+ c de unde se obtine sistemul
2x+6y+15z=1
2x+3y+10z =1. Rezolvand sistemul, se obtine x =-7,y =-5; z=3.
x+2y+ 6z=1
Asadar, a+b+c=-72a+2b+c)—5(6a+3b+2c)+3(15a+10b+6¢c) =
la+b+c|<7|2a+2b+c|+5]6a+3b+2c|+3|15a+10b+6¢|<15. Dacaa=-5,b=-11,c=31 avem

egalitate.

G:414‘ Aritati ci numirul 2011°°7 +1, este compus.
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buziu

Rezolvare: Numarul 20117 +1=(2011" | +1°, este divizibil cu 20117 +1.

: 2013 =
Deci, 201177 +1 este un numar compus.
Rezolvare alternativi: orice numar par mai mare decat 2 este compus.

G:415‘ Fie x, y numere reale cu proprietatea\/x2 +y? -2y +1+ \/x2 +y? —6x+9 = J10.

Aflati multimea valorilor pe care o ia expresia X2+ y2 .
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

Rezolvare: Relatia din enunt se mai scrie: \/ ¥+ (-1 + \/ (x=3)*+y* =+/10. Aceasti forma
sugereaza considerarea unui reper ortogonal (Oxy) si punctele:
0(0,0), A(0,1), B(3,1),C(3,0) care sunt varfurile unui dreptunghi. Fie P(x,y)un punct oarecare Bn plan.

Observam ca: AP = /x> +(y—1)> ,PC =+/(x=3)* + > ,si
AC =17 +3% =410 . Rezulta ca AP + PC = AC, deci P e[AC].

Dar, /x> + y> = OP, si prin urmare OP este minim daci P = P’ = piciorul perpendicularei duse din
Ope AC si maxim daci P = C . In concluzie:

3 2 2 . -2 2 9
——<x " +y° <3, sidecix”+y €| —9].
V10 10

Nota Redactiei: Am mai primit de la autor alte doua solutii care folosesc cunostinte de liceu.

G:416‘ Determinati reprezentarea grafica a functiei / :R —> R,

f(x) =max(2008x—-1,2010x+7), xeR. .

Prof. Doina Stoica si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

2010x+7, 2010x+7>2008x—1 (2008x—1,x € (—o0;—4)
max(2008x —1,2010x +7) = = .
2008x—1, 2008x—1)2010x+7 2010x+7,x e[—4;00)
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Se calculeaza f(—4)=-8033, f(-5)=-10041, f(0)="7. Graficul functiei f este reuniunea
semidreptelor (ABU[AC , unde A(—4;—-8033), B(—5;—-10041),C(0;7).

(& 3¥). Doua intreprinderi economice au acelasi numér de salariati . Prima isi mireste efectivul cu
zece membri , urmare a sporirii capacititii de productie, a 2- a, cu 15 membri, urmare a extinderii

pietei de desfacere. Media geometrici a efectivelor ulterioare este 5+/506 . Aflati numarul initial de
salariati.
Prof. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

2
Rezolvare: (x+10)(x+15) = (5\/506) = x> +25x-12500 = 0= x € {100} .

= ClasaalIX-a

. X
L:268. Daci x* +)” =8xp, x,y € R, atunci, si se calculeze {—}, unde[a] reprezinti partea
y

intreaga a lui a. Prof. Adrian Stan, Buzau
X

2
Rezolvare: Metoda I: Din x° +)° = 8xy‘: Y= (ij —8[
y y

j+1=0.Not€1mpe 2 en 1)0si
Y

obtinem#’> —8f+1=0=>r=4+/15= 1~ 7,87 = {4:7.
Y

Metoda a II-a: Cum (x+ y)> =10xy, (x—y) =6xy =

e L S LLRVRNE

x—y_ 6xy_ ;_ 3—\/E
Atunci, [i} =7.
y

L.:269. Rezolvati in 7Z ecuatia 20
100

1

} =1961, unde [x] reprezinta partea intreaga a lui x.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

2x_1(1962:>xe 196101;196201 '
100 2 2

Rezolvare: | 2511961 = 1961 <
100

= x €{98051;98052;...,98100}

IBPY[ll. Suma a 27 numere intregi consecutive este inmultiti cu suma urmaétoarelor 27 numere.

Aritati ci produsul obtinut di mereu acelasi rest la impéartirea cu 4n*. (O extindere a unei probleme

de concurs, Ungaria, 2010).
Prof. Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

Rezolvare: Fie a primul dintre cele 4n numere consecutive. Avem:
(a+a+1+..+a+2n—-1)(a+2n+a+2n+l+..+a+4n-1)=

=2na+1+2+..+2n-1)2na+2n+2n—-1+..+4n-1)=
=[2na+W][2na+ (2n+4nz—1)-2n} =n’(2a+2n-1)2a+6n-1)=
=n’[4a> +2a@@n—1+6n—1)+2n—1)6n-1)|==4n> -a* + 4n> - a(4n—1) + 4n>(3n* — 2n) + n*

Rezulta ca pentru orice a restul este n’.
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. Se dau cinci numere reale strict pozitive si distincte. Calculind toate produsele formate din
cate doud dintre numerele date, obtinem sapte produse distincte. Sa se arate ci, luate intr-o anumita
ordine, cele cinci numere formeazi o progresie geometrica.

Titu Zvonaru, Cominesti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Fiea < b < ¢ < d < ecele cinci numere date. Calculand cele 10 produse formate din cate doua
numere, obtinem: (*)ab < ac < ad < ae < be < ce < de, adica avem deja sapte produse distincte. Dintre
celelalte trei produse (bc, bd, cd), fiecare trebuie sa fie egal cu un produs din inegalitatile (*). Observam ca

nu  putem avea decat bd = aesi apoi deducem ca bc =ad, cd = be Avem
. a c a cd b b b* . .
sistemul: —=—,—=—,— =5, cu necunoscutele ¢, d, e. Rezultdi d =c-—,e=d-—=c—, si deci
e bd b e a a a

b a’ : b? b’ b*
c.c-—-——=b=c=—. Numerele date sunt:a,a-—,a-—,a-—, a-—-,adicd o progresie

2 2 3 4

a bc a a a a a

b

geometrica cu ratia— .
a

2010
2011

L:272,. Rezolvati in R’ sistemul de ecuatii: [x]— y= [y]—x = 2[2]— , unde prin [x] am

notat partea intreaga a numirului real x.
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

x=2z]-k (lx]=2[z]-1

0<k<l

201? si sistemul devine:< y = [] k < b’] []
bk (EH=D1-

Avem din ultimele doua ecuagii:[z]:([x]—l)—l = [x]—2. Din ultima relatie si prima ecuatie a

Rezolvare: Notam & =

sistemului echivalent rezulta: [x] = 2[x]— S= [x] =5= [y] =4= [Z] = 3. Din prima scriere a sistemului
rezulta solutia unica:

(2= [ 6201052010, 2010)
20117 20117 2011

|BPHR]. Se considera numerele reale x,y si z care verifica sistemul de ecuatii:

xX+y+z=3
Xy+yz+xz=2

. Calculati max(x)+ min(x).

Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare: Din prima ecuatie a sistemului deducem y+z=3-—x, iar din a doua ecuatic avem

yz=2-x(3—x). Dacd notam S =y+z respectivP =)z rezulti ca ysi z sunt solutiile

ecuatiei: Y* — SY + P = 0. Din faptul c ultima ecuatie trebuie sa aiba solutiile reale rezulté conditia:

2
S?—4P>0= 3-x)° 24Q2-3x+x ) o3(x -1’ <4 ———<x— 1<——¢3
N N

1——Sx<1+i Rezulta mm(x)—l—i si max(x)=l+i.

5 N 5 5

Deci: max(x)+ min(x) =2.

n+2
.o 2x] +2°x3 +..+2"x) = i
L.:274). Si se rezolve in R” sistemul: 2" —1.

X +x,+o.+x,|=2

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
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X’ X2 X
Rezolvare: Prima ecuatie se scrie: 2“21 " + S 2 " +..+ S . ) =1
2"-12 2'-12° 2" -1 2"
Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem:
2
n 2 [Z xij 22 . . .
z X > i=1 _ —1,deci 121, adica egalitate.
= 2)1+2 . [1 : 2)1+2 Zn: l ! . 1 B L
-1 l2) 2721402 2 1 2
2" —-12 1— 1
2
X, —
Urmeaza ca: ———— = k,i = 1,n, de unde scoatem pe x, si Bnlocuind Bn euatia a doua deducem:

2n+2 (ljl
2" 1\ 2
22 a1 1 1

2 n 2 n—1 2 n—-2 2 }
- - + ,

Asadar, solutia sistemului este: { & s s ,t
2" -1 2"-1 2"-1 2"-1

|BYHE. Fie x,,x,,...,x, €(0;00),n>2si x°+x," +...+x,° =S. Aritati ci

3 3 3
X, X, X, vnS

>+ >+t 5> 2 . in caz avem egalitate?
S—-x" S-x S-x" n-1
Prof. Lucian Tutescu,Craiova, Prof. lon Nedelcu, Ploiesti
. . 1 1 1
Rezolvare: Fie x, > x, >...>x .Atunci, x’ > x,’ Z...an3 s > 2 722 5
S—-x" S-x, S—x,
Din inegalitatea lui Cebasev rezulta
3 3 3
X X. X 1 1 1
L2+ > —(x +.4x,) —+ ..t =1, ).
S—-x" S-x S—-x" n S—x S—x,
4 4 2 25\2 2
X, X X +..+x S
Avem, xl3+x23+....+xn3:#+...+L2( ! ) :
X, X, X+ t+Xx, X +..+x,

S2
Cum n(x” +..+x°) > (X, +.ctx,) = x +x, +.+x,) > , ().

n m

Folosind inegalitatea Cauchy- Buniakovski rezulta

1 1
(S—x>+S—x"+..+5-x7) — ..+ ~ |2’ =
S—x S—-x,
2
! M ! > )
S—x S-x," S(n-1)
A 1 1 2
Inmultind (1) cu (2) se obtine (x13+x23+....+xn3)- Tt Tt > |2 n\/g . Folosind (*)
S—x S—x, (n—l)\/;
3 3 3 /
rezults —L -+ i S+t al -2 nS.Egalitateavempentru X, =X, =..=X, = E
S—-x" S-x S—-x" n-1 n
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|BP[)). Si se reprezinte intr-un sistem de axe x(Jy multimea A4 = {P(x, y)”x + y| + |x — y| = 1}.
Prof. Costica Ambrinoc,Rm. Sarat

Rezolvare: Daci (x, y) este o solutie a ecuatiei |x + y| + |x — y| = latunci si (—x,y),(x,—y),(—x,—y) deci

este suficient sa rezolvam ecuatia pentru x >0 si y>0.

1 1 1
Pentru x > y obtinem 2x =1 x = Edeci perechile (E, y} cul<y< 5 sunt solutii.

1 1 1
Pentru y > x obtinem 2y =1 y = 5 deci perechile (x, Ej cul<x< 5 sunt solutii.

Multimea A este frontiera unui patrat cu centrul in origine si cu varfurile in punctele

1 1 1 1 11 11
M(_E’_E)’N(E’_E)’P(E’E)’Q(_E’E)'

. Daca triunghiul ABC este dreptunghic, atunci:
a) (Zaz )3 = 4(2 a’ ) +12a’b°c*; b) (Z a)(z a’ )(z a ) ) 4(2 a’ ) +12a°b°c”.

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: a) (z a* )3 = Z a® +6a’b’c* + 32 a’h* + 32 a‘b? =
=4(Y a*)+12a°b°¢* +3(a* + b7 =) a* b’ + ) (—a’ + b +¢*) = 4( Y a’)+12a°h .
(2a)=
(Z a) (Z a’ )(Z a ) > (Z a’ )3 =4 (Z a’ ) +12a°b*c? . Inegalitatea este stricta deoarece triunghiul nu

poate fi echilateral.

b) Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem (Z a) (Z a ) > (Z a’ )2

< . a a a a .e < A
L:278. S se rezolve ecuatia: ——+—2—+——=2—+ % =4 stiind ci numerele a,,a,,a;,a,,a;sunt in
X—-as x—a, X—a, Xx-—a,

progresie aritmetica.
Prof. Gheorghe Ghita, Buziu
Rezolvare: Ecuatia se mai scrie:

a a, as

1+ 1+ B LS ) AN

X—as x-a, X—a, x-a,

a, +as X9 +a, —x, 2a, X% +a,—

0o (2a1+4r—x)[ t j:o,

xX—as x—a, X—a, xX—a, X—as x—a, X—a, X-—da,
unde r este ratia progresiei si a, +as—x=a, +a, —x=2a,—x=a +a,—x=2a,+4r—x .Obtinem o prima
solutie x,=2a,+4r . Pe de altd parte:

2x—a, - 2x—a;—
1+1+1 1 X—a,—as X—ay—a,

x=a; x-a,  x-a; x-a, :0<:>(x—as)(x—az)+(x—a3)(x—a4):0<:>

! 1

e + =0

( 1 )((x—as)(x—az) (x_a3)(x_a4)]
2 ) ,

(2x—zal_5r).2x 2(2a,+5r)x+2a; +10a,r +10r _o,
(x=a)(r=a)(r= a,)(x - a)
+
de unde rezulta: x2:2611+5r 1 X5, =M.

. . .. 2 2 +
In concluzie, multimea solutiilor S:{2a1+4r, a12+5r, al+5§ r\/g}
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L:279‘. Si se arate ci pentru orice trei numere reale pozitive a,b,c cu abc =1 are loc inegalitatea:

1005 7.1005 1005 _1005 1005 1005
a b b ¢ c a

+ + <1. Generalizare
2013 1005 7.1005 2013 2013 1005 1005 2013 2013 1005 1005 2013 °
a +a b +b b +b"c +c c 4+ a T +a

Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Din (alom —p" )(alm —bm%) >0,Va,b>0=a""” +b*" >a"""p'" (a + b) =

1005 7.1005 1005 7.1005 1005 7.1005
a b a b a b 1

- < = = =
a2013 +a1005b1005 +b2013 a1005b1005 +a1006b1006 (a+b) a1005b1005 (1+ab(a+b)) 1+ab(a+b)

c c Ao - - T C A .- . .
= . Din inca doua inegalitati similare, prin insumare, rezultd inegalitatea din

:c+abc(a+b) cta+b

enunt. Generalizarea este urmatoarea:
Sa se arate ca pentru orice trei numere reale pozitive a,b,c cu abc =1 are loc inegalitatea:

an—lbn—l bn—lcn—l Cn—lan—l

+ 1 + <1,vneN".
a2n+l + an—lbn—l +b2n+l b2n+1 4 b”* cn_l + C2n+1 CZn+l + Cn—lan—l + a2n+l
S . . o . AD 1 .
L.:280|. Se da triunghiul ABC in care AC=2AB i fie D € (4AB), E € (AC) astfel incit 1B = 3 si
AE 3 . . A n . R
A_C =—.Sa se determine raportul in care dreapta DE imparte bisectoarea unghiului A.
Prof. Liviu Smarandache, Prof. lonut Ivanescu, Craiova
Rezolvare:
Fie (AA'bisectoarea unghiului 4 si fie {P} =DENAA', {F } = DE N BC . Din teorema lui Menelaus
FC DB EA
aplicata in triunghiul ABC tdiat de transversala D-E-F, —————=
FB DA EC
FC 2 3 FC 1 FC 1 BC
— ==l —=-= = =>FC=—— (1)
FB 1 1 FB 6 FB-FC 6-1
BA' AB 1 BA'+A'C 1+2 2BC
Din teorema bisectoarei, avem ——=——=—=> = =A'C=—— (2
A'C AC 2 A'C 2

13
Din (1) si (2) se obtineca FA'=FC+CA'= EB C. Dupa aplicarea teoremei lui Menelaus in

FA' EC PA P4 9
triunghiul ACA’ taiat de transversala P-E-F, ——- —C -——=1 rezulti —=—.
FC EA PA' P4A'" 13

|BYAIl. in exteriorul triunghiului echilateral ABC se construieste triunghiul BDC astfel incat
m(ﬁ)) =10"si m(C/’BT)) =20". Si se demonstreze cii triunghiul 4BD este isoscel.
Prof. Nela Ciceu, Rosiori, Bacau

Rezolvare: Notam m(DAC) = x . Aplicand teorema sinusurilor obtinem:

. 0 . 0 0
.BDO _ 'CD - D= BD- 51.n20O _BD. 2sml'0 C(O)SIO adica
sin10 sin 20 sinl0 sinl10

(1) CD=2-BD-cos10" . Mai avem: -2 = ‘ADO CD=AD'—SmOX-
simx sin70 cos20
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BD AD AD -sin(60° —
- 5 =— = BD = sin( 5 x) , s1 atunci relatia (1) se scrie succesiv:
sin(60” —x) sin80 cos10
sinx 2 sin(60° — x)

== —=-¢0s10" < sinx =2¢0s20" sin(60° — x) <
cos 20 cos10

< sin20° sin x = 25in 20° cos 20° sin(60° — x) <> sin 20° sin x = sin 40° sin(60° — x) <
< cos(x —20%) —cos(x +20°) = cos(x —20°) — cos(100° — x)
< ¢0s(100° — x) —cos(x +20°) =0 < 2sin 60° sin(40° —x) = 0.

Rezulta ca x = 40°si m(zﬁ)\C) =180 —40° —70° =70°, deci AADC este isoscel cu AD = AC .

= ClasaaX-a

. Rezolvati in C ecuatia: x* +12x> =36 = 7x*vx* =3.
Prof. dr. Mihaly Bencze, Bragsov
Rezolvare:
Ecuatia este echivalenta cu: x — 72 +12=0.Luamy = x
’ x* =3 Vx® -3 x* -3
(y—4)(y—3)=0. Deci avem:

2

si obtinem:

=4sau x* —16x* +48=0= x,, =23 ,x,, =42;

(i) y =4sau
x? -

2 . A
(ii)y:3sau\/)§7=3saux4—9x2+27=O:> X5 g :i”#,xm :i,/#.
x° -3

|BYER]. Rezolvatiin R’ ecuatia: x° —2x—3sin y—4cosy+6=0.
Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau
2
x =2x+1
<5—) il

98]

. : 3 .
Rezolvare: Ecuatia este echivalenta cu: g -siny + g “COSy =

. T . A 3 ) 4
Fie a € 0,5 , unic astfel Ancat cosa = g = sina = g

Deci, ecuatia devine: sin(y + «) = +1.Din, —1<sin(y + @) <1, rezulta:

(x=1)°
5

sin(y+a):1:>y+a:%+2k7r

x=1

(4k + D)

3
Asadar, solutiile sunt: (x,y) = (1, — arccos(g)) ,unde ke Z .

IBPLZ]. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: 29 pxt A+ 4x +x—2=2"",
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare:

Functia f(x) =2" + x + x” este strict crescitoare pe R, deci injectiva.
Ecuatia este echivalentd cu f(x*> —2x) = f(x—2), asadar x* —2x = x — 2 sau

x*> =3x+2 =0, de unde obtinem x, =1,x, =2 . Prin urmare solutia este x € {1,2}.
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|PAR]. Fie x un numir strict pozitiv mai mare decit 1. Si se demonstreze ci triunghiul ABC este

2Sin2§ ZSinzg ZSinZ%
echilateral daci si numai daci are loc egalitatea X +Xx +Xx = 3\/; . (Enunt corectat)

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Daca triunghiul este echilateral, egalitatea este evidentd. Reciproc.

A ’ A
2sin’ = 3 ZZ:sin2 = 3 / l—cos A —
3 ,X — E X 2 23 X 2 :3 XZ( cos A) :3%/)(:3 (cos A+cos B+cos C) Dar
3 1

3 3 32 =
cosA+cosB+cosCS5:> 3Jx <3Vx 2 :3-x2:3\/;:>céavemegalitate:

3
cos A+cosB+cosC = 5 = A= B =C, adica triunghiul este echilateral.

1
- 1
ca Tt .. X+y+x
L:286|. Rezolvatiin R, sistemul de ecuatii :
I 1 1 1
—+—+—+—=36

X ¥y z Xxyz
Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau
Rezolvare: Avem x + y + z = 1.Din inegalitatea medie aritmetica-medie armonica rezulta: (1)

1 1 1 9
—+—+—2>————=9; iar din inegalitatea medie geometrici-medie armonica rezulta: (2)
X ¥y z x+y+z
3
1 3 : ) . 1 1 1 1
> =27.Din (1) si 2) rezultd: —+—+—2>29=36-27>36———, dar conform
xyz xX+y+z X y z xyz
ecuatiei a doua a sistemului dat avem egalitate. Rezulta ca egalitatea are loc pentru x = y = z = — care este

solutia sistemului.

IBPA¥l. Se considerd numerele a,b,c € Riastfelincﬁt a+b+c=4,a-b+b-c+c-a=4sia-b-c>2.
Si se arate ci (@’ +a” +1)(b° +b” +1)(c’ + ¢* +1) <1I’. (Enunt corectat).

Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

‘> at+3
Conform inegalitatii mediilor rezulta 3/(613+a2+1)(b3+b2+l)(03+cz+1) < Za 3261 . (%
Zaz:a2+b2+02:(a+b+c)2—2(ab+bc+ca):42—2-4:8.
Ydd=a' +b +c =3abc+(a+b+c)a’ +b* +c —ab—bc—ca)>3-2+4(8-4)=22.
3 2
Da+2 43 224843

Rezulta, 3 3 =11. Din (*), rezulta
3 2 3
a+) a +3
(a3+az+1)(b3+bz+1)(c3+c2+1)s{Z 32 ] =17,
IBBPL1. Si se demonstreze inegalitatea:
n+1

C! +22C + ..+ nInC" <n- 2" YneN,n>1.

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
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Rezolvare: Folosim identitatea:1°C} +2°C> +...+n’C" =n(n+1)2"7>,Vne N,n>1 si aplicim
inegalitatea C-B-S pentru numerele a, = \/@ b, =kyCt k= Ln. Obtinem:

(C' +2C2 +..+nCH(1*-CL +2>-C>+..+n*-C") > (WIC! +22C% +...+ n/nC")?

& (WIC! +232C7 + .+ nlnCY? < (n-2")-(a(n+ 1272 ) = > (n+ 122",

n+l |, . .
< C) +2\/5C5 +...+n\/;C: <n-, 5 -2"" ceea ce incheie demonstratia.

IBPER). Fie x,,x,,X,,...,x, numere strict pozitive astfel incat x, +x, +x, +...+x, >1si a)] un numar

real fixat. Si se arate ¢i x,a" +x,a” +x,a” +...+x,a" =2Xa.

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
Rezolvare: Putem presupune datoritd simetriei relatiei cd x; 2 x, =2 x; ... 2 x, de unde

a" >a” >a” >..>2a", Va)l. Din inegalitatea lui Cebasev, aplicati celor doud siruri crescitoare

X

obtinem n(x,a" +x,a™ +x,a" +..+x,a") > (x, +x, + x, +...+xn)-(ax‘ +a” +a® +...+ax")2

2a"+a* +a” +..+a",deoarece X, + X, + X, +...+x, =1. (1)
Din inegalitatea mediilor obtinem:
a" +a" +a” +..+a" 2 n¥la " 2 pkla | deoarece x, 4 x, +x; +..+x, 21, ()
: : : : 1
Din (1) si (2) se obtine x,a™ +x,a™ +x;a™ +...+x,a" >%/a cu egalitate cand x, =x, =...= X, = -

= Clasa a XI - a

% % %

L:290|. Se consideri matricea A=| * —10 * |, Inlocuind asteriscurile cu numere intregi astfel

-5 * 3
incit dupa completare, suma tuturor numerelor de pe fiecare linie, fiecare coloani si pe cele doua
diagonale sa fie egale. Este posibil ? Prof. Constantin Dinu, Buzdu

x+5 &8 x+13

Rezolvare: Se noteazi cu x elementul de pe linia 3 coloana 2 si se obtine A=| * —10 *
-5 X 3
-23 8 -15
Cum-5+x+3=x+5+8+x+13= x=-28,atunci, A=| -2 -10 -18|.
-5 28 3

IBPAAN. Fie multimea G = {X eM, (C)‘X8 = 02} . Aritati ci daci X € G atunci X” =0,.

Prof. Gheorghe Darstaru, Berca, Buzau
Rezolvare:

Fie X € G= 0=detO, =det X* =det® X = 0= det X = 0.Din Teorema Hamilton- Cayley,
X -TrX - X+detX -, =0, = X" -TrX - X =0,.
X2=TrX~X‘~X6:>X8=TrX—X6-X:>X8=TrX'Tr3X-X3~X:>
X =Tr'X . TrX X’ =>X'=TrX-X=
X - X=0,=Tr(Tr'X - X)=TrO,=>Tr’'X=0=>TrX=0= X’ =0,.
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IBPLY). Sa se calculeze lim (le"g—‘S _ glogsx ) .
Prof. Adrian Stan, Buzau
(xﬂnogxs _ sﬂnogsx ) = 9\/1ogxs _ 5«/10g59 _ (9log95 )/lolgT _ 5J10g59 _ 5J10g59 B 5\/10g59 ~0

Rezolvare: lim

x—9

|BPLRA Fie sirul (ak) definit prin a,,, =a, +a, + mn si a, =1. Calculati:

k=12

Z dy
2) Gaons 3 b) '1722 2n’ ]:13112 +n
Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Pentru m=1=a,,, =a, +a, +n.

Deci, yy 3 = ayg, +2013; a,g, = ayy, +2012;...;5 a, =a, +2.
2013-2014
Sumand aceste egalitati obtinem : a) a,y; =a, +2+3+...+2013 = ————.
k(k+1
Proceddm ca la punctul a) si obtinem : a, = ( > ) .

i _l_ N, 1 =l. n(n+1) nn+1)(2n+1)
;ak—z(;k +ij 2( ALNEUAL j

k=1
Zak 1
Se observi ci : 2n° +3n° +n=n(n+1)(2n+1). Obtinem : lim3k:1—2=—.
o 2n” +3n" +n 12

IBPAZ. S:ii se arate ci sirul (an )n>1 definit prin

2 3 4 2 3 4
n 2n+\1/x+ L+L +2n+\1/x_ L+L

3 27 4 3 27 4
a, = lim

X—>— 2n+1f 2
X—>—00 nx

este convergent.

Prof. Ionel Tudor,Cilugireni, Giurgiu

Rezolvare: Aritim ca existalima, € R si atunci sirul este convergent.

n—>0

. . 1 x’ xooxt x’ xr xt
Avem succesiv: a, =n lim il — =t — 2= [—+— | =
xo—on 2m4lf (2 3 27 4 3 27 4
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1 1

| | (Z)bﬁl e [éjan .
lima, =limn (ijz"” —(ljz"” —lim—" . _Liser
n—»w n—w 6 6 n—o Qp+1 1 2

2n+1

Rezulta ca sirul este convergent.
» Clasa a XII - a

L.:295|. Fie A= {leu stigru ;urs} . Pe A definim o lege de compozitie asociativi notatd " o " definita

prin tabelul alidturat: 0
a) Cate legi de compozitie comutative se pot defini pe A?
b) Care este elementul neutru al legii ?

¢) Calculati leu™"” =leuo leuo....oleu; (2013 de leu);

d) Rezolvati ecuatia figruoxoleu =urs.

leu tigru | urs

len |[tigrmn |urs |len
tigru | urs leu |tigru
urs len tigru | urs

Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare:
a) Se pot defini 3°legi de compozitie pe A.

2013

2
b) Elementul neutru este urs; ¢) leu™ -~ = leu deoarece leu” = urs care este element neutru;

d) leu o|tigru oxoleu = urs|otigru = X=urs;

|BPL]Y. Determinati numerele prime p astfel incit numirul 57 " +6” si se dividi cu p-
Elevi Spataru Andrei, Nicolaescu Andrei, Craiova

Rezolvare: Cum a” = a(mod p) = 57 = (57)” =5 =5(mod p) . Analog, 6" =6" = 6(mod p).
Rezulta, 57 46" =1 I(mod p) de unde rezultd p=11.

. Fie (A,+,) un inel @n care 1# 0 si din xy =1rezulti yx =1. Dacd a,b e A, si exista u e 4,
u inversabil cu ua = au,ub = bu astfel BIncat uab + a+b =0 atunci: ab = ba .

Prof. D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu
Rezolvare: Conform enuntului avem (1) uab + a+ b = 0. Din (1) deducem ca:

wab+ua+ub=0<u’ab+ua+ub+1=1< uaub+ua+ub=1=1<
< ua(ub+1)+ (ub+1)=1< (ua+1)(ub+1) =1, de unde conform enuntului rezultd ca

(ub+1)(ua+1)=1< ubua+ub+ua+1=1< ubua+ub+ua=0<
< u’ba+ub+ua=0 < u(uba+a+b) =0, si deoarece u este inversabil obtinem ci

2Q)uba+a+b=0. Din relatiile (1) si (2) rezulta cd uba = uab, de unde prin simplificare la stinga cu
elementul inversabil # obtinem ca ab = ba .

|BPLTS. Fie x,x,,x, ridicinile ecuatiei x° —10x° +28x—18 =0. Si se arate ci ,/x, +3/x, +{/x; >3.
Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare:

vvvvvvv

continui 1 :[0,00) > R, f(x)=x" —10x* +28x—18.
Cum f(0)=-18<0,f()=1>0,f(3)=3>0,f(4)=-2<0,f(5)=-3<0, f(6)=6>0, deducem
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cd radacinile ecuatiei sunt toate reale, pozitive, diferite si situate in intervalele (0,1),(3,4),(5,6). Din
inegalitatea mediilor obtinem

\/7 \/Z \/7 \/7+ \/7+ x2+ x2+%3x2+%4x4+%4x4+i4x4+%4x4>
3 3
o] 1% X :§/88-18 :§/224'2'32 :sz_w:i/(zs) >i/(33) :§/3_8=3
3

22334* 223328 210.33 3 3

deoarece x,x,x; =18.

sin? x + cosx

L.:299|. Si se calculeze: / = dx,ne N.

(1+sinx + cosx)”

NN N

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

7z \3-

Rezolvare: Pentruzn = 0, obtinem / = o +

. Pentru n = 1 se foloseste substitutia x = 5 —1 sl

. T . . .- X
obtinem / = E . Pentru n =2, obtinem: / = dx , iar cu substitutia th =u,

.3
E;J-(l+s1nx+cosx)
6

¥
3
avem/ = j ! du=lln2+\/§.Pentrun>2,0b§inem:
27614—14 2
v3
3 n-2 _ n-2 n-2
1= 1 —du = 1 '3 G \/g) = (3+\/§) . In concluzie:
oo L+ u)” 2(2-n) 6"
£+\/§_1,pt.n=0
12 2
V/d
—,pt.n=1
I 12 P
—1 2+\/_ pt.n=2
2 3
n-2 n-2 n-2
1 37(3-43) i, ~(3+/3) o> 2
2(2—n) 6"

2 ,x(1
L.:300|. Sa se arate cii functia /R >R, f(x)= admite primitive. Si se scrie o
Vx?=6x+9, x>1
primitiva a lui f pe R.
Prof. Adrian Stan, Buzau

2 ,x(1
Rezolvare: Cum f(x)=1—x+3 ,1<x(3, rezultd ca f este continua pe R ceea ce inseamna ca f admite
x-3 ,3<x

primitive pe R .
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2x ,x(1
2
O primitiva F a lui f are forma F(x) = —7—% 3x+¢ ,1<5x(3.

2
x
—=3x+c¢, ,x23
2

1 9 9 1
Din conditia de continuitate a lui F rezulta 2 = 5 +3+¢ si ) +9+¢ = 5 9+c,deunde ¢, = 5 si

17
Cz :7.

Sa radem cu ..... EINSTEIN

Celebrul fizician german Einstein, refugiat in SUA in 1933 din cauza antisemitismului
german, a fost intrebat de citre unul din admiratorii sii:

- Cum se nasc oare marile descoperiri care revolutioneaza stiinta ?

- Cit se poate de simplu, raspunse Einstein. Toati lumea stie ca este imposibil sa explici un
anume fenomen. Ei bine, citeodata se gaseste cate

un ignorant care inca n-a aflat acest lucru.

- Cum nu tii minte viteza sunetului ? se mird Max Plack de ignoranta lui Einstein.
- Nu are rost sd sin minte ceea ce se poate gasi in orice manual, iar cea ce tin eu minte inca
nu se giaseste in nici un manual, rispunse savantul.

- In ce zi suntem astizi ? intrebéa Einstein.
- Uita-te 1n ziar, i rispunse sotia.
- Inutil, e de ieri.

Cand sosi in America, sotia il sfatui pe Einstein si-si campere un palton nou.
- Nu are rost, aici nu mi cunoaste nimeni, ii rispunse savantul.

Dupa un an, sotia stiruieste pe 1anga el si-si cumpere totusi un palton nou.

- Acum chiar ca nu are niciun rost, deoarece ma cunoaste toata lumea aici.
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’ in;elepciunea este punctul de plecare dintre indoiala si certitudine”.

Leonid Sukhorukov

» Invatamant primar

. Un elev a citit intr-o zi doud patrimi din numarul paginilor unei carti, a doua zi trei cincimi din rest,
iar a treia zi trei patrimi din noul rest. Pentru a patra zi, i-au mai ramas 5 pagini de citit.
Cate pagini avea cartea? Prof. Maria Anton , Berca
. Din 24 kg de cirese se pot obtine 6 kg de dulceata. Cate kg de cirese sunt necesare pentru a obtine
10 kg de dulceata?
Prof. Nicoleta Loredana Clinciu, Mihailesti
P:269. 7 lazi cu mere si 5 lazi cu pere cantaresc 600 kg, iar 7 1azi cu mere si 12 14zi cu pere cantaresc 901
kg. Aflati cat cantareste o lada cu mere si cat cantareste o lada cu pere .
Prof. Cornelia Mihaela Luca, Mihailesti
. Trei frati au economisit impreund suma de 1992 de lei. Sa se afle suma economisitd de fiecare stiind
ca primul a economisit cu 20 de lei mai mult decat al doilea, iar al treilea a economisit jumatate din suma
economisitd de primii doi.
Prof. Cristian-Cosmin Lupsan,Buzau
. Produsul a patru numere naturale este 18, iar suma lor este mai micd decét 10. Care sunt numerele?
Inv. Ton Lupsan,Berca
. Bunica are 84 de ani. Cei trei nepoti au 24, 16, respectiv 12 ani. Dupa cat timp bunica va avea
varsta egald cu suma varstelor nepotilor?
Prof. Nicoleta-Gabriela Lupsan,Berca
P:273|. intr-o campanie de colectare a deseurilor, elevii claselor I-IV ai unei scoli au colectat 8500 de peturi.
Elevii clasei a II-a au colectat cu 200 de peturi mai mult decat elevii clasei I, elevii clasei a I1I-a de 3 ori mai
mult decat elevii clasei a Il-a, iar elevii clasei a [V-a de 2 ori mai mult decat elevii clasei 1. Cate peturi a
colectat fiecare clasa?
Prof. Gabriela Marinescu,Vadu Pasii
P:274|. Cu ocazia sarbatorilor de iarnd, pentru un Centru de Plasament se pregatesc pachete. Daca s-ar pune
cate 5 banane n fiecare pachet, ramane 1 banana. Daca s-ar pune cate 4 banane in fiecare pachet, ar rimane
41 de banane. Cate banane sunt si cate pachete se fac?
Prof. Daniela Ticea, Buzau
P:275. Inaiispune Anei:
- Daca 1mi dai 5 jucdrii, voi avea de trei ori mai putine decat tine. Facand calculul, Ana 1i raspunde:
- Ai calculat corect!
Cate jucdrii are fiecare, daca impreuna au 36 de jucarii?
Prof. Marioara Vrabie, Berca

P:276.. Suma a 63 de numere naturale diferite de zero este 2011. Aratati ci cel putin doud numere sunt
egale. Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

P:277 Intr-o livada sunt 160 de meri, peri si pruni. Numarul prunilor este cu 20 mai mare decat al merilor,
iar al perilor cu 6 mai mic decét al prunilor. Cati pomi sunt de fiecare fel ?
Prof. Adrian Stan, Buzau
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P:278. Veveritele Chip si Dale au strans 88 de alune. Cate alune a strans fiecare, daca jumatate din
numarul alunelor (lui) stranse de Chip fac cat trei cincimi din numarul alunelor (Iui) strAnse de Dale ?
Prof. Adrian Stan, Buzau

. Diferenta dintre dublul unui numar si triplul sfertului sau este 5555 . Care este numarul ?

Prof. Marin Marcela, Rm. Sarat
. Intr-o luna, trei duminici sunt in zile pare. In ce zi a saptimanii, pica ziua de 19 a lunii.

Prof. Claudia Popa, Berca, Buziu
. La o florarie s-au adus 19 garoafe, zambile cu 21 mai multe decat diferenta dintre 20 si vecinul mai
mic al lui 11, iar lalele cu 15 mai putine decat suma garoafelor si zambilelor marita cu 7. Cate flori s-au adus
la florarie?

Prof. Mirela Axente, Buzau

= Clasa a V-a

G:386.. Determinati toate numerele naturale a pentru care existd exact 2014 numere naturale b care
. . a
verificd relatia: 2 < —<5.

Prof. D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

G:387. Fie B=1-2-3-4-...... 4951 C=24-14641. Aratati ca C divide B.
Prof. Petre Piaunescu, Rosiorii de Vede
G:388. Calculati :

(i [(1+2+3+..+200):201] " -10*' :100000*"} ~19} :3* -1} -(101:102-103) " +(2007-1997) -100.

Prof. Simion Marin , Rm. Sarat
. Ariatati ca numarul 4 =100*" se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte.
Prof. Gheorghe Strutu , Buzau
. Aflati restul impartirii numarului 287 + 4017 1a 2009.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
. Aratati cd daca S este suma divizorilor naturali ai numarului 2010 atunci 34S este patrat perfect si
17348 este cub perfect. Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova

G:392. 60 de muncitori, lucrdnd cate 8 ore pe zi, au pavat un drum de lungime 900 m in 12 zile. Cati
muncitori pot pava in 10 zile, lucrand cate 6 ore pe zi, un drum lung de 1200 metri?
Prof. Adrian Stan, Buzdu

— —\2
—_ + —_
G:393. Aflati numarul natural xy , astfel incat (xy yxj xy=1573.
x+y

Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

. a) Gasiti trei numere naturale nenule si diferite care sa verifice egalitatea 5a—11b+6¢=0;
b) Aratati ca oricare ar fi numerele naturale nenule si diferite a, b, c, astfel incat, sa aiba loc

egalitatea Sa—11b+6¢ =0, numarul A =(a—c)(b—c) se divide cu 55 .

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
. Determinati numerele naturale x si y daci 7x° +39)° =2013.

Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

. Aflati toate numerele de forma abc stiind ca abc =(atb+c-9)(atb+c-8)(atb+c-7)

Prof. George-Florin Serban, Braila
. Un numir natural de trei cifre impartit la risturnatul sau da catul 3 si restul 175. Aflati numarul. (In

legatura cu problema S:E13.90 din SE al G.M.-B.— martie 2013).
Titu Zvonaru, Comanesti
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= Clasa a VI-a

G:398. Rezolvati in N*xN* ecuatia x+48+ |25 — y| =2009-10"".
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

G:399|. Aflati restul impartirii numarului x = 2074°°" —94*" 1 2046*" 1a 2013.
Prof. Gheorghe Darstaru, Buziu

1 1
G:400. Raportul a doud numere este egal cu 2 iar suma lor este tot i

a) Aflati cele doua numere ;

b) Impartiti numarul Z in parti invers proportionale cu numerele determinate la punctul a) ¢) Impartiti

1 g . .
numarul — in parti direct proportionale cu numerele determinate la punctul a)

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G:401,.  Aratati cd printre orice 305 numere naturale, doud cite doud coprime cuprinse intre 2 si
2010-2011 exista cel putin un numar prim.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

b d
G:402,. Fie numerele q, b, ¢, d, e, fastfel incat a + + ¢ + € + / =—, aflati
a+b b+c c+d d+e e+f f+a 13

a b c d e f
+ + + +
a+f a+b b+c c+d d+e e+ f

numarul m =

Prof. Tuliana Trasci, Scornicesti, Olt
G:403. Fie triunghiul ABC cu BC =1, AB=a, AC =bunde a,b € N*. Aratati ca triunghiul ABC este
isoscel. Prof. Mariana Marculescu, Craiova

G:404.. in triunghiul ABC avem : D € (BC) astfel incat m( £BAD) =30"si m( £ADB) =50", E€ (AC)
astfel incat m( £ABE) = 50°. Stiind ca {F} = AD N BE si m( £4ACB) = 20°, aritati ci m( £ FCB)=10°.
Prof. Simion Marin , Rm. Sarat

Clasa a VII-a

G:405. Si se scrie numarul 60332012 ca diferentd de doud produse de céte trei factori, numere naturale

consecutive. Prof. Nicolae Ivischescu, Craiova
4 4
G:406. Aratati ca 2010 + 2010 ¥32. Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
1001 1009

G:407. Determinati x € N pentru care v4x* +9x+7 e N.

Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

G:408. In primul an, din lotul de n seminte al unei statiuni de cercetare agricold, nu a incoltit o samanta. In
anul urmator, din n — 1 seminte de acelasi fel, nu a incoltit o sdmanta. Situatia se repetd x ani, dupa care
experimentul nregistreaza incoltirea 100 %.

. . . e : x+1
Aflati x, dacd suma semintelor incoltite in intervalul respectiv este 3 (n - j

Prof. Ion Stianescu, Smeeni, Buzau



G:409. Aflati numerele naturale x, y si numarul prim p care verifica relatia: x* — p” =
Neculai Stanciu, Buzau si Titu Zvonaru, Comanesti

G:410. Se considerd dreptunghiul ABCD cu aria 3 (u.a.) si punctele M, respectiv N cu
M € (AB),N € (BC) astfel incat aria triunghiului MND este 1 (u.a). Determinati minimul sumei

AM +CN .

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
G:411|. Intr-un triunghi ABC, M € (BC) si m(BAM) =25, iar m(CAM) =30", N e (AC) si
m(@ )=45", iar m((ﬁ )=55°. Aratati ca latura (AB) este media geometricd a segmentelor (AM) si
(BN) . Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

. Clasa a VIII-a

G:412|. Scrieti numarul numarul 2011%°"* +4**" ca produs de doi factori.
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzdu

. Determinati x € N* pentru care este adevirati egalitatea:
32 427 (37 422 )37 427 ) (37 4 27) (34 2) = 65617 — 2567
Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt
. Se considerd o functie /:R > R, f(f(x)) =2009x —2008. Aratatica f(1)=1.
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

1
G:415. Cercetati daci max max(—x’ +5x+7) apartine intervalului (—1;5} .

Prof. Ton Stinescu, Smeeni,Buzau
n’+n’+n+2
3

G:416|. Sa se arate ca pentru nici o valoare intreaga a lui n, raportul , u este numar intreg.

n —n+3
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
G:417. 1n cubul ABCDEFGH de muchie a se considerd M H G
mijlocul lui [AB ] . Sé se determine distanta de la H la planul :
(FMC). I
Prof. Adrian Stan, Buzau E T F
| /
I /
G:418. Fie cubul ABCDA’B’C’D’si M € (BB'). Precizati D,J_ Y/ C
pozitia lui M pe muchia (BB"') daca e
/
- 4 ,
cos(m[(ADM), (ABC)}) _2
5 A M B

Prof. Gheorghe Darstaru, Buziu

G:419. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC avéand cateta AB = 12 cm si ipotenuza

BC=6 \/E cm, se ridica perpendiculara BM = 10 cm . Calculati :
a) Distantade laM la AC;
b) Distanta de la M la centrul de greutate al triunghiului .
Prof. Simion Marin , Rm. Sarat
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. Clasa a IX-a

L:268. Sase determine a,b € R astfel incat ecuatiile (4a —10)x” +(a—8)x+3 =0si
(b+8)x* —(2b+19)x+9 =0 si aiba aceleasi solutii. Prof. Adrian Stan, Buzau

L.:269. Determinati multimea A = {x eR

L:270. Fie x,y,z numere reale, z < 0,x # 0, astfel incat | y| < 24/xz . Sa se demonstreze inegalitatea:

X +3x+3

X
——— € Z} . Prof. Constantin Dinu, Buzau

x(x*+y° +z2)+ y(x+y+2)+32<0.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

-3 3
sin cos 1
L:271. Fie x € (0;%). Aratati ca : X 4 Xo b

12 13
Prof. Ana Cismaru, Malu Mare, Dolj

L.:272. Aratati ca %+L+L+ ......... ;<l, VneN*,

+
13 25 2n* +2n+1 2
Prof. Nicoleta Bran, Craiova

3

L:273. Stiindcd X,y e R” si x <y, sa se compare numerele : a = Y sib=2x"+xy+y’.
X

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

L:274|. Sase arate ca daca x,y, u, v € R astfel incat x*+ y2 =9 si u’+ v*=36, atunci
Xu+yve [—l 8;18] . Prof. Tuliana Trasci, Scornicesti, Olt

L:275. Pentru n e N* | se considera numerele in progresie aritmetica: 1+ yvn+1, 2+2yvVn+1,

1++/n+1. Sa se determine ratia progresiei.
Prof. Tonel Tudor,Calugareni,Giurgiu

L:276. Fie f:R — Rastfelincat m- f(x—1)+n- f(—x)=3x+7 . Determinati m,n € R astfel incat

f(2)=-5, f(-3)=4. Prof. Claudia Popa, Berca, Buzau
L:277. Daca x, € (O,%) ,Vk =1,n, atunci aratati ca (Z (sinx, +2zgx, )jZ:L >3n’.
k=1 k=1 X

D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
L:278. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi oarecare :

2
a) GI'= —————[(a-b)(a—<)(p-a)+(b-a)(b—c)(p-b)+(c-a)(c-b)(p—¢)].
9a+b+c)
b) GI’= é( p® +5r* —16Rr). Prof. Marcel Chiritii, Bucuresti

L:279. Fie a,b,c numere reale pozitive. Sa se demonstreze inegalitatea:
48(a+b+c)<(a* +b* +c* +9)°.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
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. Clasa a X-a

IL:280. Fie f:R >R, f(x)=x>+14x+42. Rezolvatiin C ecuatia /(/(/(f(f(x))))=0.

Prof. Dana Camelia, Didu Ileana, Craiova

2 2 2
L.:281. Fie x,y,z)0. Aratati ca (x+1) + +D + (z+1) >3.
3-3(2)* +1 3-3(x2)* +1  3-3(xp)* +1

In ce caz avem egalitate ?
Prof. Gabriel Tica, Bailesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova

L:282|. Sa se rezolve ecuatia log > 7 — log l—log1 x +§ =0.
X 7

Prof. Adrian Stan, Buzau
L:283|. Folosind eventual identitatile x° —13x +12 = (x —1)(x —3)(x +4), rezolvati ecuatiile:

a) 3 —13-3"+12=0;
b) lg x +lg(x* +25x) = lg(x +1) +1g(25x —12). Prof. Constantin Dinu, Buzau

242427 =5
1.:284|. Si se rezolve sistemul: <27 +27" +2° =7 . Prof. Strutu Gheorghe, Buziu
27427427 =11

L.:285. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia: 7° = 3" +100.
Prof. Ovidiu Tatan, Radmnicu Sarat
L:286. Fie neN, n>2 sinumerelereale @ > b > 0 pentru care (& — b)®* = a + b.

2n+1
n a->b L.
Si se arate ca: a) "Na’—b* =%a+b;b) la=by™ = ) = este patratul unui binom.
n+

Na —b
Prof. TIonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. Rezolvati ecuatia 342 2=N Inx(x—1) - V3 .

\/g—\llnx(x—l)_ V3-2

Prof. Petre Paunescu, Rosiorii —de -Vede
L:288. Se considera multimile 4, = (—0,a] si 4, =[fB,+©),unde & = x*y* +9x* +4y* +36,

[ =(xy+6)*, iar x,y numere reale. Sa se arate c:

1) a) 4, () A, # multime vida, Vx, y € R ; b)Precizati relatia dintre x si y pentru care @ = f3;
2) Aflati valorile lui x si y pentru care 4, (] 4, =[49,50].

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
. S se rezolve In Rx RxIR sistemul de ecuatii:

{ V2x+1 +y3y+1 +/4z+1 =15
321+1,.'|3}'+1 +33}'+vm +343+'\.'m = 33[:'

Prof. Marcel Chirita, Bucuresti
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. Clasa a XI-a

< . . , 4n’ +8n
L.:290\. Intr-o progresie aritmetica (a" )n>] , suma primilor n termeni este S = —3 Sa se calculeze

R

n—>0 n.an
L:291|. Fie (x,),.,, X, =3,x, =2, x,,, =+/X,,+X,, n=1.

. 1
a) Aratatica x, <2+—,Vn2>1;
n

b) Sirul (x,),., este convergent si limx, = 2;

n—0

Prof. Adrian Stan, Buzau

Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova

L:292|. Se considera dezvoltarea (X —3)" =a, +a, X +a, X’ +...+ a,,X"°.S4 se calculeze
a, +2a,+3a; +...+10a,,. Prof. Florentina Popescu, Buzau

. Se considera functia f:Dc R > R, f(x)= %
\3—|x—

a) Sa se determine domeniul maxim de definitie a functiei si sa se studieze continuitatea lui f pe aceasta
multime.

2
b) Calculati lin31( F(x)r. Prof. Constantin Dinu, Buziu

. Fie ne N* si A,Be M, (C)inversabila. Aritati ca a) Daci 4B~ =1, + BA 'atunci 4— Beste
inversabila.
b) Daca BA™' =1 + AB'atunci A4+ B este inversabila.

Prof. Otilia Drigan, Prof. Ovidiu Cioponea, Craiova

L.:295. Fie x,y,z)0cu x+ y+z =1. Aratati ca:
o2
a) (x+y) -(y+2)" -(z+x) <3
: . 1 . .
b) Xyt 2T < 5; Prof. Ion Nedelcu, Ploiesti, Prof. Lucian Tutescu, Craiova

[L:296. Fie f:[a;b] > R, 0(a(bde doua ori derivabila si ~/a f(b)+~/bf(a)= (\/Z ++b ) f(Jab).

Aratati c3 existd ¢ € (a;b) astfel incat f"(c)=0.
Prof. Liviu Smarandache, Ramona Puchiu, Craiova

2" +x=3"

L.:297. Sai se rezolve in R x R sistemul B Prof. Aurel Chirita, Slatina
2 +y=3

L:298. Fie curba de ecuatie arx’y = 2x —2, a)0. Prin punctul de inflexiune se duce o perpendiculara pe o

dreapta variabila ce trece prin origine. Sa se afle locul geometric al intersectiei.
Prof. Claudia Popa, Berca, Buzau



@ — PROBLEME PROPUSE - W

. Clasa a XI-a

a+1 3
-1 a+4

IL:299. Fie [: M,(Z) > M,(Z), f(x):[

)X . Si se determine a € Z astfel incat fsa

fie automorfism al grupului (M ,(Z), +) .
Prof. Adrian Stan, Buzau

L.:300. Se considera functiile f,F : (l;oo) >R, f(x)= %(L —In(1 —l)j ,iar F(x)= lln(l —l) .
x \x+1 X X X
a) Demonstrati cd F(x) este o primitiva a lui f(x);
b) Calculati '[ f(x)-F(x)dx. Prof. Constantin Dinu, Buzau
2

L:301. Sa se calculeze: I(a) = I 2x+1 dx,acR.

x*4+2x° +4x* +3x+2+a
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

1
a+ arccosx
L:302|. S3i se calculeze: 420')( ,unde a > 0.
1 1+x
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
cos2x
L.:303|. Aflati primitivele functiei f:R —> R, f(x)= ST -

(sin x+cos x+2010)

Prof. Liviu Smarandache, Ivanescu lonut, Craiova

2
L.:304]. Sa se calculeze integrala I

0

3 2
i +26x - 8)2+ 3dx Prof. Constantin Dinu, Buzau
(x"+x+1)

L:305. FicacR, . Sascaratecd [lg(vox’+1+3x)dx=0. Prof. Adrian Stan, Buzau

L:306. Sise rezolve in R ecuatia: 8x° — 3x/x —1=0.
Prof. Ionel Tudor,Calugareni,Giurgiu

DIN CUGETARILE LUI MOISIL

»Eu cred ca omul trebuie sa caute sa giaseasca pliacerea in insisi munca lui.
Consider ca munca e o pedeapsa, numai daca omul nu se afla la locul potrivit,
daca face altceva decat 1i place.”

»Se stie ca o idee Incepe prin a fi un paradox, continua prin a fi o banalitate si
sfarseste prin a fi o prejudecata.”

»intrebirile la care trebuie si riaspunzi cel mai sincer sunt cele pe care ti le pui
singur.”

»Scaunele prezidentiale sunt periculoase: au un microb care se urca la cap.”




>’Mathematicians are born, not made”’

Henri Poincare
E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new proposals-
quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file) to
stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and an e-
mail address. Submited solutions should arrive before December 31, 2013.

PROPOSALS - QUICKIES

QS. Proposed by: D.M. Bitinetu-Giurgiu, and Neculai Stanciu, Romania.
Show that: if m e [O,oo), X,V,z,t € (0,00), then in any triangle ABC, with usual notations holds the
2 2 Yl m+l
xa~ +ym 4x+3
inequality Z( % b)m > (4x+3y)
cyclic (thz + thj)

> 1 S.
3 2 (z+1)"
Q6. Proposed by: Titu Zvonaru, Cominesti, and Neculai Stanciu, Romania.

How many digits has the number 2”° ?
Q7. Proposed by: Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Solve in positive real numbers the equation

logj(x + i] rx+do (—x> +4x—2)2 42742,
x x

Q8. Proposed by: Babis Stergiou, Greece
Find two even and continuous functions f,g: R — R with f(1) = g(l) and in addition with the

properties: 3VJ‘f(t)a’t = xg(x) and 3 jg(t)dt =xf(x)forall xe R.
0 0

SOLUTIONS - QUICKIES

Q1. Proposed by: Titu Zvonaru, Comianesti, Romania.

Let vy =Lv, =Lv, , =8 —v forn e {2,3,4,...}. Prove that v, is divisible by 7 if and only if nis
divisible by 3.

Solution to Q1 by Daniel Viacaru, Pitesti, Romania.

Vorsty T Vinty =8V, = Vi V(1) = v, (mod7) . Therefore vy +v, =v,(mod7) =

n+l n-1>

= v, +1=1(mod7) = v, =0(mod7). One has v, + v, =v,(mod7) =

= v, +1=0(mod7) = v, = 6(mod7). One obtain v, + v, =v,(mod7) = v, =6(mod7).
One prove, by induction, that v, =v; =V, =1,V, =V, =1, v, =V, ) =6 and vs =v5 ) =6 for
any k €N. Consequently, one has v5;, = 0(mod7), as desired. m

Also solved by Marius Dragan, Bucharest, and by author.
Q2. Proposed by: Mihaly Bencze, Brasov, Romania.
Solve in positive real numbers the equation:



@ - QUICKIES -

=)

log,| x+— {
X 3x%-24°

_— =2 —-—Xx——.

3x? —2x° * X

log,
Solution to Q2 Marius Driagan, Bucharest, Romania.
The function f'(x) = log, x + 2" is strictly increasing, for any x > 0, so is injective, so the given equality

is equivalent to: f(log2 [x + ljj = f(3x* —=2x°) . Therefore, logz(x + l} =3x” —2x’, and by
X X

1
AM-GM inequality follows that: log, (x + —j >log, 2 =1. Yields that:
X

-2 >l (2x+l)(x—1)2 <0=> (x—l)2 <0=>x=1.
Hence the solutionis x =1.m
Also solved by author.

Q3. Proposed by: D.M. Bitinetu-Giurgiu, ’Matei Basarab’> National College, Bucharest, Romania
and Neculai Stanciu, ’George Emil Palade’’ General School, Buziau, Romania.

l n n+l . ' d” —e
Lete,=|1+—| ,d,=|1+—| ,Vne N .Calculate:lim

n n oo e —e

Solution to Q3 by Marius Dragan, Bucharest, Romania. We have that:

1
y [l+jen—e e”—e+e—”
xn: n e: n = n :1+ en ,VI’IGN*
e, —e e, —e e, —e n(e, —e)
By well-known: <e—e, < ,Vne N'( Polya — Szegd’s inequality),
2n+2 2n+1
we deduce that: <n(e—e,)< ne ,Vne N, where we take 7 —>, so we get:
2n+2 2n+1
. . 1
llm(n(en —e))z ~ % Hence: limx, =1l+e- ———=1-2=-1,
0 2 n—>c0 lim(n(e, —e))

and we are done. m
Also solved by authors.

Q4. Proposed by: Adrian Stan, *’Costin Nenitescu’’ National College, Buziu, Romania.

Determine the area of a right angled triangle in the function of its semiperimeter and the length of
hypotenuse.

Solution 1 to Q4 by Marius Drigan, Bucharest, Romania. Denoting: A the area, b and c the lengths of
cathetes, athe length of hypotenuse and s the semiperimeter of the given right angled triangle we have
that:

A_b_c_b2+c2+2bc—a2 _(bt+co)-a® _a+b+c(at+b+c
2 4 4 2 2

Solution 2 to Q4 by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.
One has a®* =b*> +¢* and b+ c++b* +¢* =2s. That implies b+c =25 —\b* + > =
= b’ +c* +2bc=4s> —dsa+a’> = 2bc = 4(s> —sa) = bc =2(s* —sa) =
bc

2?=S2—SGZ>A=S2—SG.I

—ajzs(s—a).l

Also solved by author.



Curiozititi matematice

203550881 315335537
10714535711 7315335937

999,959
999.909 -
999,999 -
999,999 -
999,999 -
999.994 -
999.999 -
999.999 -
999,999 -
§99.8999

O D oo~ D Ln B R

l

97
27 37
1755 937
7049 5937
25825 35837
225707 335937
17431843 9335337
7477569 19335937

| | Y |
L7 T S R S

7
8
9

6

9
9
9
9
9
9
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H M M X K XK M M M X

- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

&

“Universitatea dezvolta toate aptitudinile, inclusiv prostia.”

Ia Caleidoscop matematic

0L 9959599
.999.998
20D}
99,996
95995
99.994
99,993
99,992
999,991
999.9950

7 -1

m -1

an -1

5937 - 1
35337 - 1
335937% - 1
9335837° - 1
19335937 - 1
3153359371 - 1
73159335937° - 1

Anecdote cu Moisil

- Domnule profesor Moisil , credeti in vise?
- Sigur, dragd! Sa vezi: acu' catava vreme am visat ca devenisem academician, ca eram in

auld si prezidam o sedintd. Si cand m-am trezit, intr-adevar eram academician, eram n aula
si prezidam o sedinta.

111

[y

8
« 88

888

- 8888

88888

- 888888

- 8888888

- 88888888
- 888888888

b =

8888888888

Ul_:-[‘A-L\JI‘J‘:—'

o h B L) b —

~] v th b —

o BN e WV, IR N UV I S B

L b —
BU o —

A. P. Cehov

= 8
= 968
L 08568
= 0874568
- 087634568
= 08765234568
= 0876541234568
= 987654301234568
= 98765431901234568
= 987654321791234568

04+1=1

9+2=11

9 +3=111

9+4=1,111
94+5=11,111
O+6=111,111

O T = 1,111,111

94+8=11,111,111

94+9=111,111,111

La sedinta de Consiliu profesoral in vederea titularizarii, profesorul Stefan Procopiu a
votat contra numirii lui Moisil, argumentand ,"candidatul fiind prea tanar" pentru a ocupa postul de profesor.
- E un defect de care ma corectez in fiecare zi, a replicat Moisil.

Un prieten 1i spune intr-o zi lui Moisil:
- Matematica asta pe care o predici tu, m-am saturat de ea pana-n gat.
- Dar matematica se face de la gat in sus!, replicd matematicianul.

O reportera spune la un moment dat, in cursul unui interviu:
- Stiti ca adevarul supara!
Moisil:

- Pe mine o teorema de matematica nu m-a suparat niciodata.

a
-

- Domnule Moisil, multe carti trebuie s fi devorat dumneavoastra, ca sa stiti atatea, i spuse un admirator
marelui matematician la iesirea de la o conferinta a sa.
- Nu cei care devoreazd multe trebuie laudati, ci cei care digerd bine, replica ganditorul.



- POSTA REDACTIEI - W

,» Parintele gloriei si al fericirii este munca ”.
Euripide

Posta redactiei

(Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 12 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, din judetul Buzdu si nu numai, pentru a face din obiectul
matematicii o activitate performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revista, constand in articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de ména si scanate. Materialele primite trebuie si fie originale si sa nu mai fi
fost trimise sau sd mai fie trimise §i citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvirile si comenzile pentru numirul 13 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Martie 2014. Vi uram succes si va asteptam.

Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele I-VIII, Smirdan, Brideanu

Clasa V-a: 10p. Anghel Mihaela; 9p. Neagu Alina, Furtuna Aurelian, Grigore Denisa, Zoican Bogdan;
Clasa a VI-a: 9p. Serban Larisa, Drugea Elena, Florea Madalina, Andrei Florentina, Oprea Elisa.

Clasa a VII-a: 10p. Furtuna Elena, Neagu Andra, Stanciu Catrinel, Ilie Adina. Prof. Stanescu Ion.

Scoala cu clasele I-VIIIL, “Tristan Tzara” Moinesti, Baciu

Clasa a V-a : 10p. Paduraru Catalin, Dobrovat Alina, Munteanu Diana, Ailincai iulian, Ciubotariu Costin.
Clasa a VI-a: 35p.Maziliu Alexandra, Gherman Andrada, Faraoneanu Madalina.

Clasa a VII-a : 45p. Munteanu Gheorghe, Lila Ionut. Prof. Cornelia Gurau;

Scoala cu clasele I-VIII, nr. 2 Cugir, Alba

Clasa a V-a: 15p. Bel Luana;

Clasa a VII-a: 55p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Sideriag Alexandru;
Prof. Mariana Mitea.

Scoala cu clasele I-VIII “Gh. Popescu “ Margineni —Slobozia, Olt

Clasa a VII-a: 43p. Trasca lonut- Vladut, Ene Daniela- Iuliana, Vochin loan — David, Moisescu Denis,
Costea Nicoleta, Nedelea Adrian Ilie, Mamularu Cristina, Fuior Daniela; Prof. Iuliana Trasca.

Liceul Tehnologic ..Costin Nenitescu”, Buziu

Clasa a X-a :2 8p. Stroe lonut, Blajanu loana, Dogaru Ana Maria, Croitoru Andrei.

Clasa a XI-a: 49p. Tureac Andrei, Dragomir lonut, Sandu Cristina, Pirnog Georgiana, Ciopec Corina,
Dobrin Iulian, Picu Elena Daniela, Stoian Cristina, Sterpu Denisa; Prof. Stan Adrian.

Scoala cu clasele I-VIII “George Emil Palade “ Buziu

Clasa a VII-a: 48p.Ciocan Cristian, Vasile Rucsandra, Zota Madilina, Bordei Valentina, Neagu Bianca,
Dumitrache Radu. Clasa a VIII-a: 53p. Burada Andrei, Stan Eduard, Marin Cristian, Viceanu Ramona,
Duca Miruna, Mutuliga Teodor, Sandu Alexandra, Serban lonut, Stefanescu Raluca.

Prof. Neculai Stanciu.
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