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In aura scolii.
Profesorul de matematica Serban Vasile.

Vie amintire colegiala.

de prof. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Vocatia scolard isi alege coordonatele devenirii in ritmul marii angajiri puse la
ndeméana varstelor de tabla valorilor familiale si sociale.

Ceea ce asimilim si organizim justificA nevoia noastri de a fi parte activa si
constructiva intr-o ierarhie necesara si binefacatoare.

Avem obisnuinta unei continue relationari cu profesorul Serban Vasile, cuprins in
marea familie scolara a judetului Buziu, pe care a onorat-o in parametrii implicarii,
dezvoltarii si creatiei, cu toate ci se schimba statutul fizic in sirul banalei ordini cosmice.

Coordonatele sale originare ialomitene (s-a nascut la 20-10-1954, in comuna Suditi)
contureaza un profil receptiv si devotat ce combina climatul familial cu proeminenta baiatului
energic si iscusit.

La nivelul studiului preuniversitar poarta emblema Liceului Mihai Eminescu din
Buziu, cu care fisi legitimeazi preferintele culturale in plind ascensiune, motivat de fina
receptare a imboldului familial si a relationérii de generatie.

n sirul elanului adolescentin a figurat Facultatea de Matematici a Universititii Ovidius
din Constanta, in cadrul cireia a onorat exigentele didactice cu marea deschidere pentru
pregatire, performanta si maiestrie metodica.

Echipa noastra didactica isi sporeste misiunea instruirii si educirii cu resursele sale
profesionale si metodice ajustate de trairea sincera si apropiati in comunicarea cu orice elev.

Cu o identitate stiintifica aleasd, profesorul Serban Vasile reprezenta o atitudine
calificata si autorizati in sustinerea temelor scolare, avand la bazi aplicarea maiestriei
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invatirii ca un cadru didactic intregit de grade didactice, experienta incércata si
pasiunea cunoasterii stiintifice.

Multe generatii gimnaziale din Udati (Smeeni, Buzau) (1978-1997), Gilbinasi
(Buziu)(1997-2001) au beneficiat de indrumarea sa ca diriginte, profesor, director, fiind un
reper didactic devotat si ancorat 1in pregitirea tuturor elevilor, indiferent de conditiile
familiale si locale ale acestora.

Cu simtul Tnaintat al datoriei, al competentei profesionale, si-a Tnscris numele n
misiunea scolii de promovare a cauzei didactice in perioade de intensd constientizare a
copiilor, pionierilor, elevilor la propria formare prin munca, studiu si integrare sociala.

Simultan cu preocuparile profesionale, didactice, ne-a oferit o triire frumoasa si bogatai
prin familia cinstita si harnica, mereu receptiva la afirmare si valoare, atat din partea sotiei,
Serban Paula, profesoara de fizicia, dar si a copiilor bine integrati Tn circuitul muncii si
competentei.

La pagina colegiali, profesorul Serban Vasile a unit marea deschidere pentru prietenie
in randul cadrelor didactice si a insuflat optimismul tuturor secventelor, stiind ca se situa de
partea bunului simt, a harniciei si a dragostei de viata.

Cu veselie si incredere Tsi facea simtita prezenta devotata interesului profesional si
social, acoperind stimulator sarcinile oficiale de indrumare si control.

Pe neobservate, urmare a concentririi in evolutia optima a misiunii didactice, plamanul
sidu recunoaste limita rezervelor sale in fata ritmului asteptat, si, la rand, inevitabilele
consecinte asupra altor organe pun in alerta interventiile medicale prompte si autorizate.

Ne ramaén cei 67 ani pe care colegul nostru i-a pus n slujba scolii, luminand initiativele
pentru bine si frumos in randul copiilor, parintilor si cadrelor didactice.

Institutiile scolare din Smeeni, Gilbinasi, Inspectoratul Scolar Judetean Buzau situeaza
numele profesorului Serban Vasile in etapele profund generoase si active de pregitire a elevilor
gimnaziali, ca efort demn in evolutia societatii, Tn unitatea generatiilor menite conlucririi si
creatiei.

Port refrenul de constiintd in memoria colegului nostru, profesorul de matematica
Serban Vasile, expert didactic in rezerva, la fiecare pagini de munca, la fiecare pagina despre
elevi, parinti, profesori.

Revii placut in sirul numerelor.

Profesor Stanescu Ion, Buzau

“ O buna educatie cere ca educatorul sa inspire elevului
stima si respect, si nuse poate ajunge la aceasta prin
nimicirea individualitatii elevilor si prin asuprirea stimei
de sine”.

Samuel Smiles
(1812-1904)
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»Apara-ti dreptul de a gandi, caci si a gandi
gresit este mai bine decit a nu giandi deloc”.
Hypatia

l! Istoria matematicii

Hypatia
- prima femeie matematician si filozof din lume
de prof. Adrian Stan, Buziu

In anul 415 era ucisa la Alexandria in Egipt, Hypatia(c. 370, - 415),
prima femeie filozof si matematician grec, care incepand cu anii 400 devenea
conducatoarea scolii platoniene din Alexandria provaduind din scrierile si
intelepciunea lui Platon si Aristotel. Ea a fost fiica unui matematician stralucit,
Theon Alexandricus, din Alexandria cel care a rescris manuscrisele
»Elementelor” lui Euclid, si pe care se bazeaza toate celelalte editii scrise dupa
lucrarilor lui Euclid.  Fiind profesor al Mouseion-lui, un fel de scoala sau
academie care stringea in jurul ei mai toti oamenii de stiinta, scriitori si filozofi,
Theon ar fi raspuns de educatia Hypatiei in timpul copilariei si dupa. Membru
de vaza al Bibliotecii din Alexandria si chiar director al acesteia, acesta si-a trimis fiica sa studieze la
Atena.

Dintre preocuparile ei, prima era studiul matematicii pe care-l folosea in astronomie si
astrologie. A scris o serie de comentarii la operele unor matematicieni cum ar fi, Aritmetica lui
Diofante din Alexandria, Teoria sectiunilor conice a lui Apollonius din Perga, sau la tabelele
astronomice ale lui Ptolemeu, comentarii care insemnau de fapt rescrierea operelor acelor invatati la
care adauga o serie de explicatii. Ea a construit de asemenea un astrolab si un hidroscop.

Istoricul crestin din Constantinopole, Socrates Scholasticus contemporan cu Hypatia povesteste
n scrierile sale despre existenta ,, unei femei in Alexandria pe nume Hypatia care a avut numeroase
realizari in literaturd si stiinte ce i-a depasit pe Tnaintasii sai. Urmasa a scolii lui Platon, ea explica
principiile filozofiei catre auditoriul ei care vin dine cele mai indepartate colturi pentru a primi
instruirea ei .

Unul dintre cei mai cunoscuti discipoli ai ei a fost , Synesius care ajunge episcop de Cyrene
iar acesta 1i va purta o dragoste pand la moarte. Pentru el, Hypatia era “mama, sora, profesor,
binefacatoarea sa” iar absenta “spiritului ei divin” ca urmare a racirii relatilor dintre ei, 7l duce in
pragul disperarii, pierderea fiind chiar mai mare decét pierderea copiilor sau a prietenilor lui.
Scrisorile ramase de la Synesius ne descriu cum acesta a invatat filozofia de la Hypatia si cum era
apreciata de ceilalti.

Moartea Hypatiei a fost cea care a atras atentia posteritatii asupra sa transformand-o in martira
si in subiectul multor carti si filme.

A fost ucisa de crestini in urma conflictului aparut intre crestini si pagani cand patriarhul Cyril
al Alexandriei a ordonat distrugerea templelor pagane. Conform istoricului neoplatonist Damascius
(458 — 538, 1.e.n), Cyril(412- 444) se face vinovat moral de moartea ei. Desi iubita si respectata de
multi crestini ea a picat Tn mijlocul acestui conflict dintre crestinii egipteni si iudei, dintre
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patriarhul Cyril si prefectul orasului Orestes — un bun prieten de-al ei si acuzat ca-i favorizeaza pe
evrei, conflict care s-a soldat cu numeroase atrocitati ce a dus oprobriul asupra intregii biserici din
Alexandria.

Socrate poveste moartea acesteia: ,, Manati de un zel salbatic si bigot,...au dus-o la biserica
numiti Caesareum, unde au dezbracat-o complet si au omorit-o, lovind-o cu caramizi.. Dupd ce i-au
sfasiat trupul in bucadti, i-au dus madularele ciopartite intr-un loc numit Cinarom si le-au dat foc. “

Viata ei si mai ales ultima perioadda a fost subiectul multor carti si filme ale unor autori din
intreaga lume: “Hypatia: Scientist of Alexandria” de Adriano Petta, “Hypatia and Eternity” de
Ramon Gali, “Remembering Hypatia: A Novel of Ancient Egypt” de Brian Trent.

O ecranizare excelenta care o are in prim plan pe Hypatia este cea din 2009, “ Agora “ in regia
lui Alejandro Amenabar.

Filmul transpune printre altele, experienta Hypatiei de a se vedea luand masuri impotriva unui
discipol care se indragostise de ea si Se comporta nepotrivit, fapt povestit de istoricul Damascius precum
si de lexiconul Suidas.

Bibliografie: https://en.wikipedia.org/wiki/Hypatia.

STiATicA D

Antioh Cantemir ( 1709- 1744) este primul invitat de origine romana
care a scris un tratat de algebra dar in limba rusa si ramas in manuscris.

Antioh era fiul domnitorului moldovean Dimitrie Cantemir ( 1673- 1723),
un mare erudit al vremii, cunoscator a numeroase a limbi straine si care ne-a
lasat in 1715, celebra descriere geografica a Moldovei, ,,Descriptio Moldavie “
scrisd in latind, la cererea Academiei din Berlin, cat si alte lucrdri cum ar fi
importanta ,,Istorie a otomanilor”.

Antioh s-a nascut la Constantinopol in timpul celor 20 de ani pe care tatil
sau i-a petrecut aici ca ostatic si a trait cel mai mult in Imperiul Tarist dar si in

Anglia si Franta unde a fost ambassador rus.

Un mare umanist al vremii, care I-a mostenit pe tatdl sdu in cunoasterea a cat mai multor limbi
straine, Antioh este considerat primul scriitor rus de satire.

La Petersburg, a studiat matematica de la Daniel Bernoulli care i-a deschis orizontul cunoasterii
catre stiintele exacte dar si calea catre marii savanti ai vremii printre care si Euler sau Maupertuis. Acesta
din urma devenidu-i prieten l-a indrumat sa scrie acel tratat de algebra care nu a mai cunoscut lumina
tiparului, fiind cumpdrat cu intreaga biblioteca la moartea sa de catre imparateasa Elisabeta a Rusiei.

Bibliografie: George St. Andonie. Istoria matematicii Tn Romania. Ed. Stiintifica. Bucuresti. 1965. Vol. 1,
pag. 48.
de Gheorghe Ghita si Adrian Stan, Buzau
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» Mintea este pentru a genera idei,
nu pentru a le pastra.”

David Allen

(1945 ---)

E Articole si note matematice

Noi inegalititi in triunghi
de Mihaly Bencze, Brasov
In acest articol vom demonstra urmatoarea:

Teoremi. In orice triunghi ascutitunghic sunt adevirate inegalititile:
3W3+5 + - 31++/3
\/_4 +p FSZ\/1+S|nA 33‘/1+£ S(T\/_),(l)

pl+r? 5r+3p\/_ 1<ZCOS
8R? 8R
Demonstratie. Deoarece functia f'(x) =Sinx este concava pe (0, 7), folosind inegalitatile lui Jensen si
Popoviciu obtinem:
3V3

1 Zf(A)SBf[%ZAj:ZSinAST si
Zf(A)+3f( ZA)<ZZf[A+Bj ZsmA+—<22cos—:> Zcos£>i £

2R

B30

Deoarece functia g(x) = COSx este concava pe [0, EJ , folosind inegalitatile lui Jensen si Popoviciu

obtinem:
I, Zg(A)S3g{%ZAJ:>ZcosAS§, Zcos%s% si
Y g(4)+3¢ ZA <2>'g A+8 :>ZCOSA+ﬂSZZSin—:> sind>l .2
2 2 2R 4
Din L. si I1. deducem L+§S Sin££§§i A 3\/—<Z:C05é<ﬁ de unde obtinem
2R 4 2 2 2R 4 2 2

3\/5 3V3+5 p+r A A
—+ )+ (= = + <) sin=+ ) cos— =
(2R 4) ( YT 2R 2 2 2 2

_Z\/(SngFCOS j ZM<3\/ D (A+sind) = 3\/ L < 3\/1+sin[%z,4j=

3R
[ \/_ 3(1+\/§) e. (1), qed.

2 2 2 2
Tot din I. si I1. obtinem si LA £+ﬁ < Zsiné + ZCOSé =
2R 4 2R 4 2 2
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2 2
_3+22(005Acos£+smésm } 3+22cos B<[§j + ﬂ =
2 2 2 2 2 2 2

2
- p +2r 5r+3p\/_ 1<ZCOS
8R 8R

Egalitatea are loc daca si numai daca A4 = B =C.

< 3,i.e (2),9.e.d.

Bibliografie:
1. Octogon Mathematical Magazine (1992-2021).
2. Sclipirea Mintii (2006-2021).

in legituri cu inegalitatea lui Hayashi
de D.M. Batinetu-Giurgiu si Neculai Stanciu

Daca M este un punct interior triunghiului 4ABC vom nota x=MA,y=MB,z=MC si
a=BC,b=CA,c=AB.
Inegalitatea lui Hayashi (vezi [1], pp. 297 — 311). n orice triunghi ABC are loc inegalitatea
H
> )]

cye
Egalitatea are loc daca si numai daca M este ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC sau este unul din
varfurile triunghiului ABC .

Teorema 1. Daca ¢ € LOEJ si M este un punct interior triunghiului ABC , atunci

=
‘<

_2 Z—Zz |n2t+2( smt——cosrj L (%).

cye

smt——coszj Z—sm sz cos? ¢ — 22— .sinzcost =

a
Demonstratie. (
cyc cyc

2
= (sin? ¢+ cos t{x—z y—2 ]—sinZth—Zc
. a

2
yvioz2h xy X Y « y

<:>—+— +—=sin2ty —+ =sint+=cost | >sin2t+ sint+=cost | ,g.ed.

a® b* Lyzcab @Zc(a b j Lyzc(a b ] a
Aplicatii.

2 2 2 2
9 % . x° y° oz 1 Xy
Daca t = —, atunci din (*) avem — +—+—2>1+— ——=1,(.
4 ) a® b* P 2;[41 bj @)

T
Daca ¢ = —, atunci din (*) avem — +-— >
6 a b c 2 4

2
2 2 2
x°y +Z_2 \/§+1 [X\/E yJ’
cyc

QM|
+
@|‘<
+
QN|N
Y
N
|:
N <
+
|
M
A/
B
|
S
~
N
~
S



-ARTICOLE sl NOTE MATEMATICE -

2 2.2 2.2
Demonstratie. Z(% - Q} = Z “ )26 + Z vbJ; _ 22 ”;’zy PN

¢y a b cye a oye ¢y

2 2

s X xy ux vy

S +v —=2uv)y —+) | ———

( )§a2 gclab ;(cz bj
@wzzﬁ—2uvzﬂ+2(u—x—gjz(i)Zuv+Z(@—gj2 ed
cycaz seab SI\a b B se\a b ded

Bibliografie
1. D.S. Mitrinovi¢, J.E. Pecari¢ and V. Volenec, Recent Advances in Geometric Inequalities, Acad. Publ.,
Dordrecht, Boston, London, 1989.

O generalizare a unor inegalitati Tn triunghi

de D.M. Batinetu-Giurgiu, Daniel Sitaru si Neculai Stanciu

Tn orice triunghi ABC vom nota cu F aria, cu s semiperimetrul iar celelalte notatii sunt cele
obisnuite.
Teorema. Dacd u,v,w e R, iar x,y,z € R, atunci in orice triunghi ABC are loc inegalitatea

u-+v vV+w w+u

a*(a+b)’(b+c)” + b*(b+c) (c+a) + c*(c+a)’(a+b)” =

X+y+z

> 21+x+2y+2z (4\/5)4—(x+y+z)F 2 ’ (*)

-GM M -GM

AM A
Demonstra;ie.Zu+vax(a+b)y(b+c)z > ZZ@ax(a+b)y(b+c)z >

cyc w cye

w
AM—-GM / AM -GM
> 21+y+zzﬂax( /ab)y( /bc)z > 21+,V+z 3%/Hax( lab)y( le)Z =
oc w cye

x+y+2

= QM -B-V(abc)x(abc)y(abc)z =2 .3.3/(abc)* " = 28 -3-(3\/(abc)2 ) 2 =
X+y+z _Xty+z 2—(x+y+z) XHY+Z ooliz
:21+y+z.3.(3.3/a2b202 2 3 2 :21+y+z.3 2 .(3.3/a2b262 ' 2 Z
Carliz 2—(x+y+z) Xt+ty+z 2—(x+y+z) I X+y+z X+y+z
> 2.3 2 ((43F) 2 =2t 2 4 p 2 o
4—(x+y+z) x+y+z

_ 21+x+2y+22 .3 4 Fo2 = 21“‘*2)’*22 . (4\/5)47(’”)”2) . (\/F))sz q9d
Aplicatii.

_ u+v v+w w+tu
Dacd x =y =z =0, atunci (*) devine + + >6, Yu,v,w>0,(1).
w u 1

vV+w
2 4

w+u

b* + c? >8y3F | (B-G, 1), i.e. prima

. o u+v
Daca x =2, y=2z =0, atunci (*) devine
u

inegalitate Batinetu-Giurgiu.

Dacd u =v =w, atunci (B-G, 1) devine a® +b° +¢* > 4J3F , (I-W), i.e. inegalitatea lonescu-
Weitzenbock.

Daca x =4, y =2z =0, atunci (*) devine
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u+v V4w W u
a’ + b* + c* >32F% (B-G, 2),i.e. adoua

w u %
inegalitate Batinetu-Giurgiu.
Daca u =v =w, atunci (B-G, 2) devine a* +b* +¢* >16F?, (F.G), i.e. inegalitatea lui F. Goldner.
Dacd u =v = w, atunci (*) devine
a*(a+b)’(b+c) +b*(b+c) (c+a) +c* (c+a)’ (a+b)” >

> Qler2r2z (4f3)4-Cere) ([F) ¥+ j o inegalitatea lui R.Z. Djordjevic, problema 4.17 din [1], p. 47.

Bibliografie
1. O. Bottema, R. Z. Djordjevi¢, R. R. Jani¢, D. S. Mitrinovi¢, P. M. Vasi¢, Geometric Inequalities,
Wolters-Noordhoof Publishing, Groningen, 1969, The Netherlands.

Cateva rezolviri pentru relatia lui Van-Aubel
de Nina Hanciuc si Marius Drigan, Bucuresti

Relatia lui Van-Aubel. Daca ABC este un triunghi si M e BC,N € AC,P € ABiar
AM PN CP =T , atunci £=A—P+A—N.
™™ PB NC
I. Cazul N € (AC),P e (4B).

Rezolvarea 1 (sinteticd). Ducem MR|AB, MQ|NC, Qe BN,R e PC . Folosim relatia lui
BM CN AP

Ceva — - ——-—— =1 siavem
MC AN PB

2AT _ AN AP _AN BC AP BC AN AN NC AP AP BM ., AN  , AP
M OM MR NC BM BP MC NC NC BM BP BP MC NC PB’
de unde rezulta cerinta.

Rezolvarea 2 (trigonometricd). Notim «, = £4BN, «a,=4BCP, p, =ZNBC,
AN _csina, AT csing, deci AN AT BM

B, = LPCA si avem =— , = _ , = . Analog
NC asing, TM BMsinpg, NC TM a

AP _ AT MC si prin adunare rezulta relatia lui Van-Aubel.

PB TM a

Rezolvarea 3 (cu arii). Notam [APT]=S,, [PIB]=S,, [BIM]=S,, [TMC]=S,,
[NTC]=S;, [ATN] =S, . Avem

S+, +Ss _ Sy _AN _ 5,48, _ S S, S

6 6
S.+8,+S, S, NC  S,+8, 5.

Se _ St S . Prin adunare, tindnd cont de 5,45, _Set+Ss _ AT :
S, S, S+, S, S, ™
S, AT S, AT S, AT AP AN S, S, AT

deducem i+__ . + . — —
, S I™M S,+S, ™™ S,+S, TM ~PB NC S, S, TM

Analog
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Rezolvarea 4 (sintetici). Din teorema lui Menelaus avem

CM BP AT _BM CN AT _ :>AP AN _ AT CM +BM _ AT
CB PA TM MC NA TM PB NC TM BC CTM

Rezolvarea 5 (sinteticd). Prin 4 ducem d|BC, dNCT =U, d\BT =V . Avem

AP AN _AU AV _UV _ AT
BP NC BC BC BC TM

Rezolvarea 6 (vectoriala — coordonate baricentrice). Folosim urmatoarea propozitie: Daca

Py, =Q T, + Birg tyre, o+ B +y, =1, i =13, atunci M,, M,, M, sunt coliniare daca

A3~ _ Bs— Py _Vs™n _
a,—a, B,—P V.~ N

AT AP NC BM € 1 = 1 =k —

Notam k=—hki=—,k,=— k;=—-=k, = Avem: r, = r,+ g
™ BP AN MC kyk, ky+1" 1+k
— 1 - k, — — 1 —  ky — kik, — 1 —
l"N= l"C+ I"A,I/'M: I/'B+ e = }"B+ Ve
k, +1 1+k, ky+1 1+k, 1+ kk, 1+ kk,
— 1 — k — 1 — k — kk, —
Ty = r,+ ry = r,+ Ty + e
k+1 1+k 1+k Q+k)A+ k) (k+1)(ky +1)
Deci, B(0L0), 7|+, % K& N[ Fe oL |
k+1 (k+D)(k;+1D) (K+D(k; +1) k,+1 k,+1
Din propozitie Gr % _Vr7Vs - g+l 1 +i =k +i , de unde rezulta relatia lui
Ay —Cp Yy ~7s kyks  ky  kpky k,
Van-Aubel.
Il. Cazul B € (AP),C € (AN).
Rezolvarea 1 (sinteticd). Notam A—B =X, AC =y, AN =z, M =t . Trebuie sa demonstram ca
BP CN MT MC

x+y+1=z. Aplicand teorema lui Menelaus obtinem AC IN BM _AB PT CM _ =1, de
AN TB MC AP TC MB

unde y+l:];[;- si 1+ 1_°r % De asemenea IC BP AM _ T8 NC-AM:L de unde

x CT t CP BA MT BN AC MT
rezultd z = (1+ E)x + (l+ ﬂ] y . Deducem ca
e BT

[1+1j 1+i PTNT si Z1lZa _ T NT , de unde obtinem
X y TC BT y y TC BT’

QA+x)A+»)=C—-»)(i+y) <= (z+)(z-1-x—y)=0<=z=x+y+1.

Rezolvarea 2 (sinteticd). Prin 4 ducem AV|PC, AU|BN ,



- ARTICOLE sl NOTE MATEMATICE -

U,V € BC Notim BM:x’ MC =y, CU =z BV =
AM:MU:MVDAMZE(J/+Z X+
MT BM MC MT 2\ x h%
(y+2)y=(x+0)x AB BV ¢

4 . Avem

AC

t) . MU MV
+—— | si deoarece—— = —— deducem
BM  MC

CU z

. De asemenea avem _P =

=——saul+ =—
BP CN MT x+y x+y 2

(x=»)(x* —y* +xt—yz) = O, adevarata.

X

AB

Rezolvarea 3 (coordonate baricentrice). Notam — = &, , A€ _

1 k
A 1 == 1 1y lB ) L 1 1
vem A4(1,0,0), P(0,10), N(0,0) (1+k 1ok OJ C(

B,T,N coliniare rezulta D —%r _ Bs —Pr _ Vs =7r

ay—ay  PBs—Py Ve—Vn

P,T,C coliniare rezulta e~ % :’Bc_ﬂT AR N

aAc—p  Pe—Pp VeV

o -t

j De asemenea
t

1+

(@ Bus¥u)=7—— ( A1ﬂA’7A)+ ( o Brive) = (

BC x+y ;

+AB+AC AM z + ! —1(y+z+x—+t],deunderezulté

CN

CN
1
1+%

. Aratam
BC x+ b%

AM
2 W:k?,, 1+k1+k2=t.

o’f_zj.
, 14k,

= B =ka,,1- L+k)a, =y,

vr =k,o,, 1=+ k)a, =k,a,,

1+t+ky,  kky, Kk,
A+k)t " tA+ky) tA+ky) )

Deoarece B,M,C coliniare rezulta Bs=Pu _7s=7u =t +thy —ky —kiky =k, (1+k,) , deci

Bs—Bc  Vs—7c
1+k, +k, =k,.

Rezolvarea 4 (trigonometrici). Notam o, = ZABC , a,

= /TBC , B, = ZACB, B, = /BCT ,

ABsi ACSi
_UBAT, u,=/TAC, AT(PN=R. Avem 24T _ABsin(a +a,) ACSIn(S +p,)
BM sina, CM sin g3,

™

AN _ ABsin(ay +a,) o AP _ ACSIN(B, + f,)
NC BCsina, " PB BCsing,

2AT AN - BC AP -BC

Deci, De asemenea
™ BM NC CM -PB’

BMACPRANABPRCNlAPlAN

BM  ABsinu, PR APsinu,

1

CM AB PN AP  BP RN CA ' BP CM CN CM

CM  ACsinu, RN ANsinu,

. Rezulta

2AT _ AN(BM +MC) AP(BM +MC) _ AN AN-MC AP-BM AP _

™ BM - NC CM - PB NC NC BM PB CM PB

_AN+AN-CN-AP+AP-AN-BP AP q . AT AP AN

2N Q.ED.

+—, 0eCl —
NC NC-AN-BP PB-CN-AP PB ™M PB NC
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Asupra Problemei 84 din Crux Mathematicorum
Bonus Problems June 2021
de Marin Chirciu, Pitesti
Articolul porneste de la Problema 84 din Crux Mathematicorum, Bonus Problems June
2021, propusa de George Apostolopoulos.
Este demonstratd inegalitatea propusd, este intarita si apoi se fac dezvoltari cu inegalitati din
aceeasi clasa de probleme cu inaltimi si raze ale cercurilor exinscrise unui triunghi.

84. Let &, h,, k. be the altitudes, 7, ,r,,r the exradii, » the inradius,and R the circumradiusof a

l"a+l"b }’})-I—I"C l"C+l"a

triangle ABC . Prove that +
N N [ N s

< 3«/5(2—j . George Apostolopoulos
r

R(»?+5r*+8Rr
Solutie.Demonstram Lema 2) In, AABC , Z;’JFZC = ((p2 T on ))
,+h,  r(p +r°+2Rr

sl h :2—Sob;inem:

Folosind r, = ,
a

p—;l+ S
Zrb+rc :Zp;]; p—c_lz( abc _abe Y (a+b)(a+c)(p-a)

h,+h, b+2S 2% (b+e)(p-b)(p-¢) 2 [[®+)[[(p-a)

4Rrp p (p2+5r2+8Rr) (p2+5r2+8Rr)
2 Zp(p +r +2Rr) pr? (p2+r2+2Rr) .

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.

® 2
Folosind Lema obtinem: Ms = Y — T hile \/EZ%S&E&EJ =
b + c r

JhE+ SZ\/W

2

unde(l)@ﬁz%ssﬁ(zj AT (EJL;,"”
b ¢

h,+h, 2
LZ; R(p2+5r2+8Rr) . (EJZQ R(p2+5r +8RV)S3R2 - (p2+5r2+8Rr) SB—R
r(p2+r2+2Rr) 2r r(p2+r2+2Rr) 4r? (192+”2+2R”) 4r

= 4r(p2 +5r° +8Rr) S3R(p2 +r? +2Rr) = (3R—4r)+r(6R2 —29Rr—20r2)2 0,
care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p* >16Rr —5r°.

Raméne sa ardtam c:  (16Rr—5r")(3R —4r)+r(6R* —29Rr—20r" )20 <

& (16R-5r)(3R—4r)+(6R* —29Rr —20r°) 2 0 <> 54R* ~108Rr >0 <> R > 2r ,(Euler).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca
+ : .
Inegalitatea poate fi intaritd. 3) In A4BC, BTl <32 ( ) Marin Chirciu
Jh +h
Folosind Lema obtinem: Ms = Z hht T r” i _3\/_( j

«Ulz-i-hz ’ h +h
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Lema
unde (1) < ﬁz%ssﬁ(gj o Lt <3[Rj
b c

h,+h, 2r
Lema R(p2+5r2+8Rr) R R(p2+5r2+8Rr) 3R (p2+5r2+8Rr)
= <3| — =
r(p2+r2+2Rr) (er r(p2+}”2+2Rr> 2r <p2+r2+2Rr)
= 2(p2 +5r2+8Rr)S3(pz+r2 +2Rr) & p? 210Rr + 717,

<o
2

care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen p> >16R» —5r°. Rimane si aritim ci:

16Rr —5r* >10Rr +7r* < R > 2r ,(Euler). . Egalitatea are loc daca si numai daci triunghiul este
echilateral.

2
Remarca Se pot scrie inegalitatile:__4) In A4BC, e o 3«/5(25] < 3&(;] _
r r

Jh +h}
2
Solutie.:Vezi inegalitatea > ——'c_ _3\/_( ) (—js&/f(—} & R > 2r (Euler).
/h +h7- 2r 2r

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca: Sa schimbam intre ele »,cu 4, .

5) In AABC, h *h <3\/_( j Marin Chirciu
\/rb +1;
Solutie.Demonstram Lema
2(R
6)in aqpc, Y lnthe 2R+r)
r,+r, R
Folosind r, = si A, :Z—Sobginem:
p—a a
ZS+2S ( )
h, +h, c 2 2 2(R+r
= = b -b)(p—c)=——4pr(R+r)=———.
D)3 % S5 e 20 t)pme) =g (Re)
p—b p-c

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema obtinem :

B e

2

2 2 Lema
unde (1) < ﬁziif} S3ﬁ(§j o S hth g3(£j &
b c

o+, 2r
c

2 5 7 < < 3R*>8r° (R+r) < 3RP-8Rr*-8r*>0
r 7

& (R-2r)(3R* +6Rr+4r°) 20, evident din R > 2 (Euler).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca _Inegalitatea poate fi intarita.

7) In A4BC, h”’ <J_(Rj

ema 2 2
P MQ(EJ o 2R+r) 3R
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Solutie.Folosind Lema obtinem :

h +h h +h h,+h
Ms = b__c¢ < b T e —\2 "<3\/_( j Md , unde
Z\/”bZJF’”bZ 2 (Vb+72)2 Z’”bJF’” 2r

2

Lema

1)< ﬁZhbJrh“ SBﬁ(ﬁj & ZMS3[EJ =3
T+, 2r

1+, 2r
Lans 2(R+r)£3(£] - 2(R+r) 3R

R 2r R 2
< (R-2r)(3R+2r)>0, evident din R > 2r ,(Euler).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca: Siinegalitatea de mai sus poate fi intarita.

8) In A4BC, ZMssﬁ.
A

< 3R*24r(R+r) < 3R*—4Rr—4r* 20

Solutie.
Folosind Lema obtinem : Ms=> ———¢_ by +h, i_«/_zh p I <3J_ Md

”/}) +7}7 ’rb_'_r I’b—f-l’

Lema
unde (1) & J’zh — “<3f? = shith

rb+r

= Mss = 2(R+r)S3R < R > 2r (Euler),

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca Se pot scrie inegalitatile:

9) In A4BC, zji<3ﬁ<3f( ]<3J’( j

7 +rb
Solutie.

Vezi inegalitatea )

m<3x/§<3\/_( j<3x/§(%)zsi 3x/§£3\/§(§jg3\/§(§jz, care

rezulta din R > 2r ,(Euler).
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

+h, R(p>+5r*+8Rr) .
Remarca: Intre sumelez <siy hEle _ ( — )ex1st€1 relatia:
1+, h, +h, r(p +r +2Rr)
h,+h r+r
10) In AABC, << b
) z o+, Z:h +h,
Marin Chirciu
Solutie. Folosind Lemele de mai sus avem sumele:
h+h 2(R+r) . R(p*+5r* +8Rr ) )
> b—e= (R+7) si Zrﬁr" = ( — ) Inegalitatea se se scrie:
r o+ R h,+h, r(p +r +2Rr)

2(R+r) _R(p" +5° +8Rr)
R - r(p2+r2+2Rr)
p° (Rz —2Rr—2r2)+r<8R3+R2r—6Rr2 —27’3)20-

= 21"(R+r)(pz+r2 +2Rr)SR2(p2+5r2+8Rr) =
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Distingem cazurile:
Cazul 1). Datc:Zl(R2 —2Rr— 2r2) >0, inegalitatea este evidenta.

Cazul 2). Daca(R? -~ 2Rr - 2r*) <0, inegalitatea se rescrie:

1/(8R3 +R’r —6Rr* — 2r3) > p° (2r2 +2Rr —R? ) , care rezultd din inegalitatea lui Gerretsen:
p> <4R* +4Rr +3r°.

Rémane sa aratam ca:

r(SR3 +R%r —6Rr? —2r3) > (4R2 +4Rr+3r2)(2r2 + 2Rr—R2) =

< R*+R»-3R*¥*-5R*-2r' >0 < (R —2r)(R3 +3R%r +3Rr? +r3) >0

< (R-2r)(R +r)3 >0, care rezultd din R > 2r ,(Euler).

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Bibliografie:
1. O.Bottema, R.Z.Djordjevic, R.R.Janic, D.S.Mitrinovic, P.M.Vasic,
Geometric Inequalities, Groningen 1969, The Netherlands.
2. George Apostolopoulos, Crux Mathematicorum, 84.Bonus Problems, VVol47,No.6, June 2021,
3. Marin Chirciu, Inegalitati cu laturi si raze n triunghi, de la initiere la performanta, Editura
Paralela 45, Pitesti, 2017.

Probleme de numarare
de Anton Flavia, Vaslui

Multe probleme din viata cotidiand cer numararea elementelor unei multimi finite, ale partilor unei
multimi, aflarea numarului de moduri de realizare a unei configuratii sau a unui fenomen si de aici importanta
studierii unei categorii matematice intitulata simplu “Probleme de numarare”. Domeniul matematic ce
studiaza aprofundat astfel de probleme se numeste ”Combinatorica” si face parte din programa clasei a X-a,

mai cu seama prin probleme cu grade de dificultate de la cele mai simple pana la cele foarte complicate.

Citeva notiuni de bazd necesare la rezolvarea unor astfel de probleme.

. n(n+1
1) Suma lui Gauss S=1+2+3+...+n=g.
2) Partea intreagd a unui numar real x care se defineste astfel: [x] =k, keZ, cu proprietatea
k<x<k+1.
3) Forma canonicd a unui numar natural n=p;* - p,”?-...- p,* si numarul divizorilor lui n, adica
( +D(x, +1)....(x, +1) .
4) Daca peN si neN, 1< p <n, atunci numarul multiplilor lui p pana la n este egal cu {—J .
p
5) Daca multimea A are cardinalul n, atunci numarul submultimilor lui A este egal cu 2"
6) Daca un obiect A poate fi ales Tn m moduri iar un obiect B poate fi ales in n moduri, atunci alegerea

lui ”A sau B” se poate realiza in m+n moduri (4 # B).

Dacéa un obiect A se poate alege in m moduri si pentru fiecare alegere a lui A obiectul B se poate alege in n
moduri atunci perechea ordonata (A, B) se poate realiza in m-n moduri.
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De fapt este vorba de formulele card(AUB)=card A+card B—card(ANB) si
card(AxB) =card A-card B .
1) Daca A si B sunt doud multimi finite cu cardinalul m respectiv n, atunci numarul functiilor definite

pe A cu valori in B este egal cu n™.
In clasa a X-a sunt introduse notiunile de permutéri, aranjamente, combinari.

In continuare vom prezenta cateva probleme de numarare, unele foarte simple dar necesare la orele
de clasa, altele mai complicate, intdlnite n special la concursurile de matematica.

Problema 1. Cate numere se afld in fiecare dintre sirurile:

a) 15,16, 17, ..., 75; b) 2,4,6,..,100; c) 24,26, 28, ...., 150
d 1,3,5,...,99; e)17,19,21,...,171

Problema 2. Consideram sirul de numere naturale 11, 14, 17, 20, ....

a) Scrieti inca doi termeni din sir;

b) Aflati al 100-lea termen al sirului;

C) Calculati suma primilor 100 de termeni ai sirului.

Problema 3. (clasica pentru elevii de clasa a V-a) De céte ori apare cifra 0 in scrierea tuturor numerelor de 2
cifre? Dar cifra 1? Dar cifra 4?

Problema 4. (problema dificila de concurs) Calculati suma tuturor cifrelor numerelor naturale de la 1 la
1000.

Solutie: Daca vom considera si pe 0, acesta nu influenteazd suma. Grupam numerele astfel: (0, 999), (1,
998), (2, 997), ..., (499, 500). Observam ca sunt 500 de grupe si in fiecare grupa suma cifrelor este 27, deci
suma cerutd este 27-500+1+0+0+0=13501.

Problema 5. a) Cate numere de cinci cifre incep cu 25?
b) Cate numere de cinci cifre se termina cu 25?
c) Cate numere de sapte cifre incep cu 25 si se termina cu 25?

Problema 6. Cate fractii subunitare cu numitorul mai mic sau egal cu 100 exista?
Solutie:
Scriem fractiile astfel:

yeens 1 sunt 99 de fractii
100

_ 99-100 _ 4950

9 este o fractie. Intotal 1+2+3+...+99
100

Observatie: Problemele 5 si 6 pot fi propuse la concursuri si olimpiade.

Sunt foarte raspandite in bibliografia matematica scolard probleme elementare de numarare de genul
urmator:
Se considera un grup in care se afld n persoane.

a) Cate strangeri de mana se fac daca fiecare dd mana cu fiecare o singura data?

b) Céate partide de sah se pot juca in cadrul grupului daca se joaca fiecare cu fiecare, sau sistem
eliminatoriu, sau sistem tur retur etc.?

C) Cate fotografii se schimba daca fiecare face cadou cate o poza proprie celorlalte persoane din grup?
Problema 7. Intr-un plan considerim 5 puncte distincteastfel incat oricare 3 dintre ele sa fie necoliniare.

a) Cate drepte determina cele 5 puncte?

b) Care este numarul de triunghiuri determinate de aceste puncte?

C) Generalizare pentru n puncte.

Solutie: Vom da solutia pentru cazul general.
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Fie 4, A4,,...., A, cele n puncte distincte si oricare 3 necoliniare. Ele determind urmatoarele drepte:
A4, AA,....,AA avem n-1drepte
A,4,, A A,,...., A,A, avem n-2 drepte

A A o dreapta

n-(n-1)

Total 1+2+3+...+(n—-1) = drepte.

Triunghiurile determinate vor fi:

AA,A,AAA,,.....,AA,A avem n-2 triunghiuri

AAA, AAA,...., 4 A,A, avem n-3 triunghiuri

A4, A4, un triunghi

Proceddm la fel cu punctul A4,, apoi cu A, etc., ultimul triunghi fiind A4 _,A4 ;A . Numirul total de

triunghiuri va fi:
(n—1)+2(1’1—2)+3(n—3)+...+(n—2)-1=M

6

Problema 8. in varfurile unui patrat ABCD plasiam cite un numir intreg astfel ca produsul numerelor de pe
fiecare latura sa fie 5 sau — 5. Tn cate moduri se poate realiza plasarea, varfurile A, B, C, D fiind fixate.
Solutie:

sau — 5. Pentru D avem 1 sau — 1. Tn total 2° =8 variante.

Apoi fixam in A pe rand — 5, 1 si — 1, pentru fiecare caz rezultd 8 variante. Deducem ca plasarea in cele 4
varfuri a numerelor 1, — 1, 5 si — 5 se poate face in 8-4 =32 moduri.

Problema 9. Care este numarul minim necesar de monede de 1, 3 si 5 euro pentru a putea plati orice suma
mai mica de 101 euro.

Solutie: Daca dorim sa avem cat mai putine monede, trebuie sa folosim monede cu valoare mare, adica de 5
euro. Orice numar natural mai mic sau egal cu 100, are una din formele 5k+1, 5k+2, 5k+3, Sk+4, Sk+5,
0<k<20.

Pentru sumele de forma 5k+1 avem nevoie de maximum 19 monede de 5 euro si 1 moneda de 1 euro.

Pentru sumele de forma 5k+2 avem nevoie de maximum 19 monede de 5 euro si 2 monede de 1 euro.

Pentru sumele de forma 5k+3 avem nevoie de maximum 19 monede de 5 euro si 1 moneda de 3 euro.

Pentru sumele de forma 5k+4 avem nevoie de maximum 19 monede de 5 euro, 1 moneda de 1 euro si 1
moneda de 3 euro.

Pentru sumele de forma 5k+5 avem nevoie de maximum 20 monede de 5 euro.

Asadar numarul minim de monede cu care putem pliti orice suma mai mica de 101 euro este format din 20
monede de 5 euro, 2 monede de 1 euro si o moneda de 3 euro, in total 32 de monede.

Problema 10. Daca m,n, pe N, cate numere naturale exista printre fractiile:

Im 2m 3m_  _pm
Solutie: Fie d - c.m.m.d.c al numerelor m si n. Rezultd m=xd, n=yd, (x, y)=1. Numerele din enunt devin
Ix 2x 3x px ) o N o p
— — i — ..;— . Cum X si y sunt prime intre ele, rezultd ca printre aceste frac;n exista exact | —
y. oy y y y

no .. . . pd
numere naturale. Dar y :g si inlocuind obtinem | =— | numere naturale.

n
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Inegalitati geometrice

de Gogan Gabriela, Malini, Suceava

1. Daca a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi, sa se arate ca:
[a—E+ellp+b—r) . [a+h—ell—a+h+e. L a+h+elle Eﬂ+cJ

(a+h+cl—a+hte] (othtella—b+e] (athtelleth-c) — =1
+b+ ~ T . :
Demonstratie:  Din T —p = a+b+c=2p Inlocuind in inegalitatea de demonstrat, aceasta devine
. - [2p—-2bN2p—2e) (2p-2cliZp-2a) (2p-Iali2p-2b)
==
echivalenta cu Zul2p—-2a) 2u(2p—-2b) 2u(2p-2c) =1 =
lp—blip—e)  (p-cllp—al [’ﬂ—ﬂJ[‘ﬂ—bJE 1 {:}ﬂ[*p—uﬂ*p—bﬂ“ﬂ—ﬂ plap—allp-blly—c) *p[ﬂ—EJ[*p—bJ[*p—cJE | e
plp—a) #la—F) plp—re) pilp—ak pElp-r)2 pilp—c)®
1 : L_ =% ndeS este aria triunghiului ABC. Ul litate este adevarat, d
m—ak T laop | (g = goundeSes e aria triunghiului ima inegalitate este adevarata, deoarece
i i i i i 1 1 1 1 w—ectp—aetp-—b
+ = + = + =
(p—ek®  (p=-b)2 (p-c)® = (p-allp-b] (p—Bllp-c) (p—cllp-a) (p—gl®  (p-r2  (p-e)2 = (p-ellp-plip—c)
2 2
- 1 n 1 n 1. B o 1 n 1 n 1 9

[(p—g)®  [p-F)F  (p—c)f = plp-allp-blp-c) (p—al [(p-b)E  (p-c)® = 52

Pri [le—b+ellz+b—2) | [E+b—cJ[—ﬂ+b+ch [—e+b+tella—b+e) ~1m
M Ul el (—atite) (atite)lz—tte)  (atbtellati-c) —

Obs. Egalitatea are loc daca triunghiul ABC este echilateral.

2. Sa se demonstreze inegalitatea:

a & A B €
(1 i (1 - —HE) (1 EHJ = sznzszngszng unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC.
" . A, B, C
. — - — I, R il — =
Demonstratie: (1 b+:) (1 r_'+a_) (1 —p ) Ssinssinosin- &

btc—a cta-b atb—c _((p=blip—c) ((p-clip—a) ((p—alp—b)

b+¢ e+ a a+d he et el
o 2(p-a) 2p-b) Z(p—c) = (p—a)(p—b12(p—c)E o Slp—allp-blip—c) < [p—ellp-blip—e) g -
b+e z+e otk aZhip? [b+elle+allz+b) ebe (b+ellec+allati)

— (b +ce)ie+ealla+ b) = 8abe, care este adevirati, deoarece T =y ab bre v"_ e

13-}

Asadar, {1 - =) {1 - =) (1-=) =sinfeinZein S m

3. Fiind dat triunghiul ABC, si se arate ci: tg* —+t‘g;.|I +tgI 3=' 1

Demonstratie:

A_[p-hllp—c 28 _lp-allp-e 2 £_[p—allp—h)

- - z ~ - - - -
Inlocuind &g S — g° = ST 8= ra— in inegalitatea din enunt, aceasta devine

[p-blip—c]  (p—clip-a) Ew—ﬂJE'p—bJ}:L plp—allp—bllp—e)  plp—alp-blip—rc) ‘P[‘P—EJ[‘P—bJ[‘P—GJ}lﬁ
plp—a) pla—F) plp-el  — plp—e)® pilp—p)E pElp—ck -
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2
! >+ ! >+ ! = p—z, unde S este aria triunghiului ABC. Ultima inegalitate este adevarata,
(p—a)” (p-0)" (p—c) S
1 1 1 1 1
deoarece >+ >+ =2 + + =
(p—a)” (p-b)" (p-¢) (p-a)(p-b) (p-b)(p-c) (p—c)p—a)
2 2
1 1 1 >p—c+p—a+p—b<:> 1 1 1 5 p _r

(r=af  (=bF (=cF  (p-ap=bp—0) _ (p=aF  (p-bF (- (p-a)p-Dp-0) S
(a=b+c)(a+b-c) +(a+b—c)(—a+b+c)+(—a+b+c)(a—b+c)>
(a+b+c)(—a+b+c) (a+b+c)a-b+c) (a+b+c)a+b—c)

Obs. Egalitatea are loc daca triunghiul ABC este echilateral.
4. Fiind dat triunghiul ABC, sd se arate ca 8C0S AC0S BcosC <1.
Demonstratie:  Aplicand teorema cosinusului, inegalitatea din cerinta este echivalenta cu
b +c®*—a® a*+c*—b* a®+b*-c?
2bc 2ac 2ab

8- <le (b° +c*—a®)(a® +c* —b*)(a® +b° —c*) < a’b°c’

Aceastd inegalitate este adevaratd, deoarece (—x+ y+z)(x—y+z)(x+y—2z) <xyz, unde X, y si z sunt
numere reale pozitive (Justificare: x?> x?-(y-z)?, y?> y?-(z-x)?, z2> z?-(x-y)?. Prin inmultirea acestor relatii,
obtinem (xyz)?>(x+y-z)(X-y+2)(y+z-X)(y-z+X)(z+x-y)(z-x+y) =

(Xy2)?>(x+y-2)X(X-y+2)*(-X+y+2)* = Xyz2 (-X+y+2)(X-y+2)(X+y-2)).

5. Fiind dat triunghiul ABC, sa se arate ca:
cos’(B—C) +cos*(C — A) +cos’*(A—B) > 24cos Acos Bcos C .
Demonstratie:

Deoarece (x+y)” >2xy, Vx,y€R, inlocuind in aceasta inegalitate x =C0S 4, y = 2cos BcosC
obtinem (cos 4 +2cos BcosC)’ >8c0s A4cos BcosC .

Dar cos A =cos(z—(B+C))=—cos(B+C). Astfel
obtinem (—cos(B + C) +2cos B cos C)2 >8c0s Acos BcosC =

(—cos Bcos C —sin Bsin C+ZcosBcos.C)2 >8c0s Acos BcosC =

cos’(B—C) >8cos Acos BcosC. Analog, obtinem:

cos’(C—A) >8cos Acos BcosC.  cos’(A—B)>8cos Acos BcosC.
Tnsumand ultimele trei relatii, obtinem

cos’(B—C) +cos’(C — A) +cos”(A4—B) > 24cos Acos Bcos C .
Bibliografie:

Cosnita, C., Turtoiu, F., Probleme de algebra, Editura Tehnica, Bucuresti, 1972

Cota, A., Radutiu, M. s.a., Matematica-Geometrie si trigonometrie, Manual pentru clasa a 1X a, Editura
Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1996.
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Asupra ordonarii unor puteri cu baza naturala si exponent real.
de Ionel Tudor, Calugareni , Giurgiu

La concursul de admitere la Universitatea Politehnica din Bucuresti , in anul 2016 , intr-unul din subiecte

s-a cerut si se giseasca ordinea crescitoare a numerelor 2014724 201572015 201472018

Ne propunem o extindere , stabilind ordinea  crescatoare a  puterilor reale
a=m+1""1 p=nm c=(n—1""" undem e N* .

Pentru i € I*, numerele consecutive n-1, n, n+1 nu pot fi simultan patrate perfecte si atunci cel putin unul

dintre numerele 'n — 1,4 ,4'n+ 1 este numar irational(avem justificarea titlului articolului).
Dacamn=lavema=5d=15ic=0,decic=a = 5.

Pentru ordonarea crescitoare a numerelor a, b, ¢ dacin € N4{0,1} , considerim mai multe cazuri:

Cazul I: Aritimcic < b < a pentrun € {2,3,4].

&
n=22c=1b=2%a=3 CimyZ<leB<95i 2<38<9 reula

g

1< 2% < 27«3, decil <22 <3, adici c = b < a

Daci n=3,avem ¢=2"* = 4,b =37 g = 447 giaritimca 4 < 3T < 47,
3 £ g
Cum+3>> e 12> 55i3: > 427 > 16 reaulta 37 > 32 > 4, deci 4 < 37,
Inegalitatea 3*3 < 47 o scriem echivalent 3% < 42,
]

Cum & ﬁS{:}E-’-l-d-‘:EE@i 3 < 16 & 3° < 162 & 243 < 256, avem

]
7Y% < 3: < 16, deci 3% < 16 ()
Obtinem 4 = 33 < 47 adici ¢ < b < a pentru n=3.

Daci n=4 , atunci £ = 35 ,b = 4* = 16,0 = 57 gj ardtim cd 3'F < 16 < 573 adicic < b < a. Avem
[+]
398 = 32 16 , far pentru 16 < 5¥3 ne folosim de proprietiti ale logaritmilor si de valoarea

1g2 & 5,301 = 0,302 16 < 5¥F o g2* < 1557 o 412 < -\.@Eg? o 4g2 <JI1-1lg2) e
(4++3)igz=+3

Dar (4 ++3)ig2 < (4++/3)- 0,302 = 1,208 + 0,302v3 iar
1,208 +0,302¢3 <43 & 1,208 < 065843 & 604 = 3493 = 6042 = 3492 - 3 &

364816 < 365403, adevirat. Rezultd (4 ++3)1g2 < 1,208 + 0,302+/3 < /3 de unde 16 < 53,
Deci ¢ = b = @ si pentru n=4.
Cazul ll: Ardtamcaa =< b,¥n = 5.

Consideram functia fix) = mif_ﬂj pentru x = 4, cu derivata
&
SE _HGx+) ( it : ()
. X1 E 2a—=lx+1 )l x+1 o alx _ _
flix) = - W LY - ey unde glx) = 2x — (x + 1)In(x + 1) cux € [4, 000

Functia g: [4, o0} = R este derivabila si are derivata

gilxl=2—mx+1)—1=1—Inx+1) < 0,vx € [4 ca),

Atunci g este functie strict descrescitoare , deci glx) = g(4),¥x = 4. Dar g(4) = & — 5inS si deoarece
InS=160%. =16avemgi4) <8 —5-1,6 =0,deciglx) = g{4) < 0,¥x = 4

Rezultd f'{x) < 0,¥x = 4 i atunci functia f este strict descrescitoare pe [4, so ),

. ins tnlx+1) | alx+2)
DeC|4-=_:x=:x+1=}f(4)2f(x):=f(x+1),‘9’3624,E—In\fﬁz oty R T
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deunde mfx+ 1)+ = mnlx+ 20 vy = 4, deci(x + 1) = (x + 2% wx = 4,
Pentrux = n — 1 = 4(decinnatural sin = 5), avem

(n—1+2)™ T<n™ deciln+ 1)V 1< 0™ 'yn = 5 adicie < b, pentrun = &,
Cazul l1]: Aritim ci € < @ ,pentrun € {5,6,71.

SEnx

Functia f: [4, o) = R, filx) = i: este derivabild cu f'{x) = % :“'F‘: —22;:'?_; .

Pentru x = g2 = 7,3890 .. avem f'(g?) = 0,iar dacix € [4,00), avem f'(x) = 0,
Deci functia f este strict crescatoare pe intervalul [4, ca),
Atunci f{4) < f(&) sicum 7 < &2, avem i f(5) = f(7).

Dar f{4) = f{a) {:}Fﬂ:?{:}@.!w}ﬂ: Vimé e 4® <6 oo <a,pentrun =25,
Avem si f(5) < f(7) ﬁ?ﬂi?{:}ﬁinE{\@m? & 57 = 7% o ¢ < a,pentrun = 6, Daca

n=7atuncic =6"% ,a =88 jarc < 0 < 6 = 8% o 242 In6 < WE InZ & WI3n2 = 2ns.
Cum+3 = 1,73; m2=0,6931 .. = 0,693 5iin6 = 1,7917 .. < 1,792

avermn W3n2 = 3- 1,730,693 = =3,59667 5i 2iné < 2- 1,792 = 3,584, deci

IV3In2 = 359667 = 3,584 = 2[né, deunde 3W3inZ = 2iné.

Astfel £ <l g sipentrun = 7,

Cazul IV: Aratam ca & < ¢, dacin = 8,

n=82a=0" =7 =Tlsincc &% <7 2357 <7 o273 < 3nT  (xx)
247in3=2-2,6457 .. - 10986 .. < 2 - 2,646 - 1,098 = 5,810616 = 5,811

Avem si 3in7 = 3+ 1,9459 ... = 3-1,9450 = 58377

Deci 24/7in3 < 5,811 = 5,8377 < 3in7 sirezultd ()

Ardtim cd @ < ¢ si pentrun = 9, considerand functia fix) = ca si la cazul Ill, dar pentru x = &2,

2-1 «I_
L
Cum fi(x) = -
rezultd f'strict descrescatoare pe intervalul (e?, co}, deci f(x) = flx + 2}, vx = ?
Dacaix=n—1>=¢e?, pentrun=9>e’+1>838.. Javemfin—1)> fln+1),¥n =9, de

mln-1) _ inln+1] ST PR .
unde — (n+1) < (n—1) ,vn =09, deci @ < ¢, pentrun = 9.

Cazul\V: Dacin = {89}, ardtimcic < b,
n=82c=7"=7:b=0"% =27 jnrca b7 2297 o 2yT 2= In7

Dar 24/2in2= 21,4142 ..+ 0,6931 .. > 1,414 - 1,386 = 1,598 > 1,945%0 .. = In7,

deci 24/2in2 = In7 e c < b, pentru n=8.
n=0c<he i1l oo oIl o 38 o 2vI0 =2 32 o 25 = 37 o 2T = 5 2
VZin3=1,4142 ..-1,0986 .. = 1,414 1,098 = 1,552572 = 1,552

¥Sin2 = 2,2360 ... - 0,6931 .. = 2,2361 - 0,6932 = 1,55006452

Deci +/2in3 = 1,552 = 1,55006452 = +/5inZ2 siavem+/2in3 > «/5in2, adicic < b sipentrun = 9,
Cazul V1. Saaratamca b < ¢ ,vn = 10,

Considerdam functia derivabila

< 0,vx € (g2,0a)

XX

x sl lxti-xinx alx)
Flx) = J— V& 2 10 pentru care f'(x) = #+1  Zalx+ihzHl Zela+i)EF1

unde glx) = 2x+ 2 —xinx,¥x = 10, Avemg'lx) =2 —lnx— 1=1—-Ilnx < 0,¥x = e = 2,71 ... deci
g'lx) < 0,'%x = 10 = e iar g este strict descrescitoare pe [10, o), Rezultd glx) = g{10),¥x = 10. Dar

gll0) =20+ 2 — 10In10 = 2(11 — 5m10) < 0,deoarece 11 < Sinll @ e < 10 o ell <
< 108 & 59374,14 .., < 100000 , adevirat,
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Astfel glx) = gl10) < 0,¥x = 10sirezultd f'(x) < 0,%x = 10, adica f este strict descrescitoare

pe [10, sa), Atunci 10 =x < x+ 1= flx+ 1) < flx) = F£(10),¥x = 10, de unde
tlx+1] | inx ST i oo
mﬁrﬁ,vleﬂ e ix+1) < x Jx =10,

Pentru x =n—1 = 10, decipentru nnatural ,n = 11, obtinem
%< (0 — 1% wn = 11 adici b < ¢,¥n = 11.

Pentrun = 10, avem b < ¢ & 1071 < o1l o 10 < 11159 & 10 < 2411163 .
Dar 410 = 3,162277 .. = 3,163464 = 6,632- 0,477 < 2-3,316 - 0,477 < E\F'HEQE ,
deci 410 = 24/111g3 . Astfel b < ¢ si pentru n=10.

Din analiza cazurilor I-VI, concluzionam:
n=1=a3r<a=~"h; ne{23dl=2ec<sbsa; nefSbsfl=2e<ach;
ne{filsa<csh,; nzll=zaesb<c.

Pentrun = 2015 = 10, rezultd o < b < ¢,deci 2016Y29% < 2015V7H5 o 2014/27018
si avem problema data la concurs 1n 2016.

Notiuni fundamentale ale matematicii (1)
de Daniel Vacaru, Pitesti

Prima notiune fundamentald a matematicii este, dupad parerea mea, numarul. El este posibil sa fi aparut
empiric. Banuiesc cé lumea larga a Umanitatii din Epoca Primitiva, ce are caracteristica faptul ca reusesti sa te
faci inteles, in cele din urma, prin orice mijloc, ar fi masurat cantitati de grane(Aritmetica), arii de teren
(Geometrie) si ar fi vizut ci ceea ce le uneste este NUMARUL.

Si pentru cd este natural sd vorbesti in termeni naturali, iati NUMERELE NATURALE.
Sa o luam de la inceput. Back in square 1!.
1 kg de mere, mi-e mai simplu cu merele, sau o palma de pamant, cum se zice la noi, la tara.
Si uite asa, taraneste, am introdus pe 1.
Sa recapitulim. Am vorbit despre ARITMETICA, GEOMETRIE, am introdus pe 1 € N .
Sa adunam merele. E mai simplu! Pofticiosi, la cratita! Inca nu, nu avem decat 1+1=2 € N mere.
Sa vedem ce mai putem sa facem cu 2.
Ma géndesc si le impart. Am 2 mere si 2 copii, Ana si Barbu. As dori sa le impart merele. Atunci e simplu,
fiecare primeste cate 1=2:2 mere.

Ce am reusit pana acum? L-am introdus pe 2 € N ca ADUNARE 1+1=2. Si am mai si impartit. Am
introdus in aceasta scurtd poveste didactica si operatiile de ADUNARE si IMPARTIRE A NUMERELOR
NATURALE.

Hai sa fac si 0 SCADERE. Sau, poate am uitat ceva! Cineva, la inceput, mi gandesc la desenele animate
cu omuletul lui GOPO, i-a dat omuletului ceva (cred cd MINTEA) si i-a zis: Imi plitesti cAnd vei putea! Deci
esti dator la mine! O mie de ani, cred, a zis omuletul!

El era singur 1 si era dator. Acum nu poate plati, caci nu are nimic, dacd plateste ramane gol-golut! Nu stiu
dacd in desenele animate ale lui GOPO apare vreo GOPOLINA, era mai usor. Riman cu merele mele, am
doua mere, sunt dator vandut!, nu-mi pasa, luna si doi bani jumate!, 2-1=1 € N .

Ce mai pot face eu cu 2?7 Ar mai fi cite ceva, hai sd merg Tnainte, mai dau un lustru, poate Imi mai vine

vreo idee, 2+1=3 € Nsi 3+1=4 € N .
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Am inmultit numerele, multimea mea a numerelor naturale e mai bogata, avem 1,2,3,4 € N (4 Cupa si
Campionatul!) Stiu si sa adun, scad, impart. Acestea sunt operatii cu numere naturale. Adica LEGI DE
COMPOZITIE.

Ia sa vedem ce le uneste pe 2 si 3. Ambele sunt venite de la merele mele. La ambele stiu sa impart 2:1=2 si
2 :2=1si 3:1=3 si 3:3=1 . Hai ca sunt DATOR! O mie de ani pace! AM INTELES! Tnmultesc (fara cratima) si
scriu 2=1 - 2=2 - 1( 1) si 3=1-3=3-1(2) . 1l am si pe 4. GOPO, multumesc! Revin in peisaj, si Tmi dau
seama cd 4 : 1=4,4:2=2 4:4=1 . Asemanari si deosebiri, la metru patrat si secunda. 4=1 - 4=2 - 2=4 - 1( 3) .
S-a marit numarul de scrieri ale numerelor cu semnul " - " . A ramas de la legi de compozitie, din pacate.
Scuze! Domozina, esti la numere naturale! Si tu vorbesti de legi de compozitie! Ce Dumnezeu! Putina masura
si decenta! Revin si scriu - — x (INMULTIREA NUMERELOR NATURALE)

Dar avem douda NUMERE PRIME 2,3 si un PATRAT PERFECT 4. Numerele prime sunt cele care au
scrieri (DESCOMPUNERI) ca in relatiile ( 1) ,( 2 ) . Patrate perfecte sunt numerele care se comporta cain (3).

Abia acum sa mai fac putina ordine, hai ca sunt aproape gata!
2=1 x 2=2 x 1,3=1 x 3=3 x 1 este legat de COMUTATIVITATEA de zilele trecute, caci si inmultirea este
tot o lege de compozitie.

M-am mai ingrisat putin, ptiu!, nu te deocheal, si 4=1-4=2-2=4-1=2°. Si iata si ridicarea la putere!
Am uitat cum am introdus ridicarea la putere! Am uitat sd consemnez sub formad de PDF. Ne descurcam! Ce
Dumnezeu, pentru o curca! A aparut si curca! Acum cel ce este in spatele acestei povesti didactice si metodice
se poate prezenta. Daniel Vacaru PDF (Portable Document Format) .

SIIatl cal .,

..... Pitagora si-a platit primul elev sa participe la lectiile sale? Cu timpul au inceput elevii sa plateasca si astfel
Pitagora a creat o adevaratd scoala asemandtoare cu o sectd care ii purta numele cu aproximativ 600 de
discipoli.

....Pitagora si discipolii sai au numit numerele naturale care au proprietatea ca sunt egale cu suma divizorilor
lor mai mici decét aceste numere *numere perfecte”( ex:6=1+2+3)?

....Pitagora a descoperit si armonia muzicala atunci cand trecea pe langa o fierarie? El si-a dat seama ca acele
Ciocane care cantdreau jumatate, doud treimi sau trei sferturi din masa unui anume ciocan produceau sunete
armonioase.

....Pitagora a refuzat sa accepte existenta numerelor irationale si acesta poate fi motivul pentru care (spune
legenda) unul din elevii sai a fost executat prin inecare?

....Matematicienii din Tntreaga lume s-au straduit vreme de 358 de ani (de la 1637 pana in 1995) sa
demonstreze Marea Teorema a lui Fermat?( teorema spune ca ecuatia x” + )" =z" nu are solutii Tn multimea
numerelor Intregi pentru n>3 .

Prof. Gabriela Florina Toader, Buziu
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» Matematica nu este nici mai mult, nici mai putin,
decit partea exacti a gandirii noastre.”

L.E.J. Brouwer

(1881- 1966)

N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Un elev parcurge un drum in forma de patrat si un alt drum in forma de dreptunghi a cirui
lungime este de trei ori cat litimea. Stiind ca al doilea drum este de doui ori mai lung decat primul, sa
se compare litimea dreptunghiului cu latura patratului.
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:.
Fie a latura patratului de la primul drum si 1 latimea dreptunghiului de la cel de-al doilea drum. Cum
lungimea dreptunghiului este de trei ori mai mare decat latimea si perimetrul dreptunghiului este dublul

perimetrului patratului obtinem: P, =2-P = 2(L+1)=2-4a=3l+/=4a=[=a.

G:1005|. Aritati ca numarul 4 =11...1122...22 +33..3344...44-11...110 este pitrat perfect.
[—— [——")

—_
2021 2021 2021 2021 2021

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:

Notam £ =11..11=> 4 =¢-10%% + 2 + 3¢t -10%°%* + 4¢ —10¢ :t-(lOZOZl +2+3.10%% +4—1o) -
—

2021

At (102021 —1) =4¢-999...99 = 4¢-9¢ = (61)?, deci A este patrat perfect.

2021

2021
G:1006]. Rezolvati ecuatia x* = 20207°%°"
D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: 20207 = 2020722 — (20207 ™ = x* = x = 202077

G:1007|. Care sunt ultimele doui cifre ale numirului N =6-5%% —4.5%% 4 2.520199
Livia-Emilia Stan, Buziu

Rezolvare: N =6-5".5%Y _4.5% .52 4 2.52.52017 :(6-54 —4-53+2-52)-52°” =
=(6-4+2)-5?-5°"" =100-25-5""" Asadar, uy(N)=00.

G:1008|. Determinati numerele naturale abe pentru care este indeplinita relatia:

abc+bc+c=chc . Sanda Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare: Relatia este echivalentd cu 50a + 5b = 49¢sau 5 - @b = 45¢ + e si prin urmare
S—— ——
My My

c=M _ _ -
o ”U} = ¢=05. Atunci & - ol = 24t | astfel ab = 49, iar abe = 495 .
£ = eifri
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G:1009. Determinati cifrele Tn baza 10 astfel incéat aat ];b a_2b =57. Adrian Stan, Buzau
a+
Rezolvare:
Relatia data este echivalentd cu -2 Zb ), 10“; b 57=10a+b=92=4a=9, b=2.
a+
G:1010,. Determinati numerele abc pentru care abc = ab+bc +ca Gheorghe Ghita, Buziu

Rezolvare:.

Relatia data devine: 100a +10b+c¢=10a+b+10b+c+10c+a < 89a=b+10c < 89a =cbh
Din ultima relatie rezulta ca a=1, b=9, ¢=8, si prin urmare exista un singur numar cu cerinta data si
anume 198.

44447
G:1011). Aritati ca existd un numir prim p astfel incat
P

sa fie numar natural patrat perfect.

lonel Tudor, Calugareni,Giurgiu
44447  13°.263
p 263

Rezolvare: =13%, pentru p = 263 care este numar prim.

= Clasa a VI-a

G:1012. Aflati numaérul real x din egalitatea {Ki—lj

1 1]43.2020 1|, ,
43

46 43| 4472021 2020

lon Stinescu, Smeeni, Buzau
X 1 1|43 2020 2021 X 1 1 44
Rezolvare: || —1| —+— | — i —=—= || —-1 | —+— |=—=
43 46 43| 44 2021 2020 43 46 43| 43

X A A Y 4= x=43.47=2021.
23 )46 a3 43 43

(G:1013|. Aratati ca dublul sumei numerelor naturale care impartite la 2021 dau catul si restul egale, se
poate scrie ca produsul a trei numere naturale consecutive.
Livia- Emilia Stan, Buzau

Rezolvare:

Fie a=2021-r+r=2020 » cu re{0;12;...;2020}. Suma acestor numere este
2022-0+2022-1+...+2022-2020 = 2022 (1+ 2+ 3+...4+2020) = 2022~%2021 . Atunci, dublul
sumei acestor numere este 2020-2021-2022 adica trei numere consecutive.

. Rezolvati in ZxZ ecuatia 2xy+7 =(x+1)(y+5). Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:
Ecuatia data este echivalentd cu 2xz+7—xy—5x—y—2=3< (x—1)(y—5)=3 de unde se obtin

solutiile S ={(~2;4),(0;2),(2;8),(4:6)}.

= = :isi 3a—2b+4c—d =40.

G:1015|. Determinati a, b, c, d stiind ¢ L
3’9 16

o>
o>

o

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:
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Relatiile date se pot scrie g LA =S 4 =k =a=12k, b=18k, ¢ =9k, d =16k . Dupa inlocuire
12 18 9 16

inrelatia 3a—2b+4c—d =40 rezulta k =2adicd a=24,b=36,c=18,d =32.

G:1016|. Si se arate ci oricare ar fi n natural, numirul N =2019"? +2021"" +2023" nu este pitrat

perfect.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare:
Pentru n = 0 numarul N =2019% +2021+1= 4078383 care nu este patrat perfect.
Pentru n>1=> N =(2020—1)""? +(2020+1)"" + (2024 -1)" = M, +(-1)"* + M4+1+ M4+ (-1)".

Pentru n par sau impar se obtine A, +3 care nu e patrat perfect.

G:1017). Aflati numerele naturale prime a, b, c, stiind ca Tndeplinesc conditiile:

43.4° +86-b—16-¢=2021 , precum si a+b+c este un numir natural prim.
Sanda Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Egalitatea este echivalenta cu 43 - 47 =43 - a? + 43-2-b— 16 - ¢, ce este indeplinita daca
£ = Mg si cum ¢ este numar prim, rezulta £ = 43,
Atunci obtinem & + 2 - b = &3 si cum 8° = &4 deducem ci @ = 7 i gasim:
(a;b)e{(7;7), (5;19)}, dar numai 5+19+43=67 = prim. Deci solutia este (a;b;c)=(5;19;43).

(G:1018. Se dau n fractii pozitive. Sd se arate cd fractia care are numairitorul egal cu suma
numaritorilor celor n fractii si numitorul egal cu suma numitorilor celor n fractii este mai mare decat
cea mai mica dintre fractiile date si mai mica decit cea mai mare dintre fractiile date.

Petre Riu, Galati

Rezolvare: Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca am notat fractiile in ordinea lor crescétoare

a, 4a .y _aytap+--+
0<t<Zo 2 Avem de demonstrat ci <2722 TEn Fn

b, b. bn by b,+b,+-+by bp
a, a; . dg 4 . dp _ 8y . . A
Dar ==> —, deci a;>byai/b;, —> —, deci as>bzai/b: ,..., =—> —, deci a,>bnrai/b: si adunand toate
bz bi b& bi b]:l. bi >

a L. a, .. .
acestea, avem ca axtast...+an>(batbst...+by) b—i, adica a;taztast...+an> (bytbat+bst...+bn) b—i si inegalitatea
1 i

din stanga a fost astfel demonstrati. In mod analog se demonstreazi si inegalitatea din dreapta.

G:1019. Si se rezolve in numere intregi ecuatia: x° —2x—4080399=0.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Din x* —2x =4080399 (*) observim ci partea stingi trebuie sa fie numar impar adici
X trebuie sa fie impar. Fiex = 2n+1cun € Z

Atunci z- (x —2) = x® — 2z iar In (¥} obtinem (2n+ 1)(2n+ 1 —2) = 4080399, de unde :
(Zn+ 1)(2n—1) = 4080399, 4n°-1+1=4080399+1=

, 4080400 , ) , .
n® = ———— =1020100 =100-10201=107 -101* =1010° = n € {-1010,1010} . Atunci,
x €{-2019,2021}.

. X+ +Zz Z+X . . R
G:1020. Pentru x,y,zeZ* i y_Y = , determinati valoarea raportului

z X b%

(x+ )y +2)(z+x)
xyz '

Adrian Gobej, Curtea de Arges




- PROBLEME REZOLVATE -

Rezolvare:
() +2)(z+x) _ D)) -
xXyz xXyz .

Dacd x+y+z=0=>x+y=—z, y+z=—X, z+x=—y =

Dacd x+y+z#0= x+y:y+Z:Z+x:2(x+J’+Z)

=2=> x+y=2z, y+z=2x, z+x=2y=
z X y X+y+z

(N +2)z+x) _ (22)(20)(2y) o
xyz xXyz

. a) Sa se determine masura unui unghi, stiind ca o treime din complementul siu, este cu 19 mai
mic decit sfertul suplementului siu.
b) Daci m(£AOB) este cea determinati la punctul a), COLAO , OM este bisectoarea suplementului
unghiului AOB, aritati cd m(ZAOB)=2-m(£COM), B,C,M de aceeasi parte a lui AD.

Sanda Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: a) Fie m(<«40OB) = x , atunci obtinem ecuatia

;- (90% — x) + 19% = ‘%-[13@“—@ sau

4-(90%—x) + 228" =3 - (180" — x) ce are solutia

x = 48",

b) Avem m(2AOB) = x = 48°, complementul BOC,
m(£BOC) = 42°, suplementul BOD, m(2BOD) = 132°,
precum si m(#BOM) = m(#MOD) = 66°. Astfel m(£COM)
= 68" — 42% = 24" de unde se obtine
M(£AOB)=2-m(£COM).

= Clasa a VII-a

G:1022| Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC. Daci a° +b° +¢* —10a—10b—14¢+99=0,
aratati ca triunghiul ABC este isoscel.

Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

Relatia data se scrie ca (@ —5)>+(b—5)°+(c—7)*=0 de unde obtinem a=h=>5 adici triunghiul
ABC este isoscel.

G:1023. Se considera multimea: A:{peN‘p:3n2+2, neN}.

a) Si se arate ca numirul 2030 € 4;
b) Sa se scrie numarul 2030 ca suma a trei patrate perfecte. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

a) 2030=3-n"+2=2028=3n" =676 =n’ = n=26. Asadar, 2030=3-26+2c 4.
b) Cum 3n° +2=(n—1)%+n’ +(n+1)> = 2030 = 25° + 26" + 27°.

G:1024|. Daca a, be R si a+b=225+ab determinati a—b.

Rezolvare:

Livia- Emilia Stan, Buzau
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(a+b)* =4(25+ab) = a* +2ab+b* =4(25+ab) = a* —2ab+b* =100 = (a—b)’ =100=> a—b =+10.
17-2'% +59
93.2'%-93
numirul (22020 —1)-F este natural.

G:1025. Sa se scrie fractia F = ca suma a trei fractii cu numadritorul 1. Aratati ca

lonel Tudor, Calugareni,Giurgiu

Rezolvari.
_17.2102+59_34(2101—1)+93_34 1 _31+3 1 _1 1 1

= = =—+ = + =—+—+ :
93-(2*-1)  93(2**-1) 93 21 3.31 2-1 3 31 21
22020 _1 N 22020 _1 22020 _1

290 ). F = + =a+b+ceN.
( ) 31 2
22020 _4q
20 1= (2)% —1=(2' -1)-((2)* +(2")* P +..+2' +1) =M, =M = a = eN.
22020 _1

Analog, 2°%° —1=(2°)"" —1=(2° -1)-((2°)** +(2°)** +..+ 2° +1) =My, = b= eN si

2020 101420 101 101119 101118 101 2020 _l

270 1= (2% —1= (2 =) ((2)° +(2°) +...4 2 +1)=M(2101_1) :>c=meN

G:1026|. Aflati x € Z astfel incat v/x* +4x+2021 e Z. Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare:

VXP +4x+2021 € Z < x* +4x+2021=k*, keN< (x+2)°+2017=k* <
(k—x-2)(k+x+2)=2017T=x € {—1010;1006} .

G:1027|. Sa se arate ¢ numarul 4= \/1+ 2017\/1+ 2018\/1+ 2019\/1+ 2020+/1+2021-2023 este

rational. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Cum 1+2021-2023 =1+2021-(2021+2) = (2021+1)2 =2022° obtinem

\/l+ 2020-/2022% =+/1+2020-2022 = \/1+ 2020(2020+2) = \/(1+ 2020)° = \/20212 =2021.
Din aproape in aproape prin inlocuire se obtine

A=142017 72019 = 1+ 2017-2019 = \/(1+ 2017) = 2018 Q.
[G:1028|. a) Ariitati ci numirul A=+/51+ 4447 -y/51— 447 -\55- 44/51 -\/55 + 4/51 este natural.

b) Aritati ci numirul B = /43" + 477 este irational. Sanda Mitea, Cugir, Alba

Rezolvare:.

8) A=1[51° —(4/A7)? /55 — (4/51)? =~/2601—752+1/3025—816 =43.47 = 2021 N.
b) Un patrat perfect da, la impartirea cu 13, unul din resturile: 0, 1, 3, 4, 9, 10, 12.

Pe de altd parte avem ca: (a+b)" =M +b". Atunci,

674

437 = (13-3+4)"% = (M5 +4)"% = My, + 8% = My, +(4°) " =My, +(65-1)"* = M5+ M,, +1
47770 = (13-3+8)™° = M,, +87° = My, +(4) " = M, +(65-1)° = M, + M, +1.

Asadar, 437 + 47 = M, +2 adica numarul B =~/43?%* +47°%° nu poate fi rational.
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(G:1029. Demonstrati ci pentru orice numere xy,zeR, avem
2

(x2 +y 428 —xy—xz—yz +x+y+z) > 4()(3 +y° +2° —3xyz) . Adrian Gobej, Curtea de Arges

Rezolvare:

Din x3+y3+z3—3xyz=(x+y+z)(x2+y2+zz—xy—xz—yz), notand cu

X+ +2 —xy—xz—yz=m si x+y+z=n obtinem (m+n)®>4mn < (m—n)*> >0 adevirati cu
egalitate pentru m=n.

. Fie a=1-2-3-4-......-n. Gasiti valoarea minimi a lui n, astfel ca a si fie divizibil cu p? , unde
p este cel mai mare numar prim de doua cifre.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman
Rezolvare:
Stim ca p = 97. Dar in numarul a factorii sunt consecutivi, deci pe al doilea factor p = 97 , 1l
gasim in numarul 2p= 194, deci n =194.

m Si se arate cd numirul natural de 2n+1 cifre, A=100... 018 00,051 este un pitrat perfect,
n-2 c:fre de On-2 c:lfre de 0

n fiind un numar natural oarecare.
Petre Riu, Galati

Rezolvare: A= (10" +18)-10" +81=10"" +18-10" +81= (10" +9)°.
G:1032. Daca p)3 este un numir prim, atunci p6 =M, +1. Dorin Mirghidanu, Corabia

Rezolvare: Se va arita ci p® —1este un multiplu de 72.
p° —1=(p-D(p+1)(p* + p* +1) unde p-1 si p+1 sunt numere pare consecutive, deci, unul din ele este
multiplu de 4 iar (p—1)-(p+1) este multiplu de 8.

Cum (p—1)-p-(p+1) este produsul a trei numere naturale consecutive , el este multiplu de 3. Cum p
este prim,rezultacade fapt (p— 1) (p+1) este multiplude 3 .

Asadar, (p—1)-(p+1)=p°—1 estemultiplude24 sau p’=M,, +1.

Deci, p°®-1=(p*-1(p* + p*+1)=M,, -((M24 +1)% +(M,, +l)+l) =M, (M, +3)=M,,-M,=M,,
G:1033. Daci a,b,c¢ >0 astfel incat a?+b% +c? =a+b+c =2 atunci > =

o a” +1
Marin Chirciu, Pitesti

>1.

Rezolvare: Utilizand Lema: Daca a>0= 21 121—g obtinem,
a +
Lema
Ms=Y 2"1 >a (1——) Za——Za _2—— 2=1=Md .
a+

Egalitatea are loc dacd si numai dacia=0,b=1¢c=1si permutarlle sale.

. Aritati ca patrulaterul cu varfurile A(\/E;l—\/g), B(\/g;l—\/é), C(l—\/g;\/g),

D(l—\/z; \/E) este dreptunghi.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare:
Se arata ca doua laturi opuse sunt egale si paralele iar diagonalele sunt egale.

AB=CD, 1g(AB,Ox) = 1g(CD,0x). AB=1(3—+2)’+({1-\B-1+2)° =2(5-26),
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CD =/1—+2-1++/3)° + (2 -[3)> =\[2(5—-2+/6) , analog AC=BD,
1-3-1++2
NCEN

Altfel, se arata ca mijlocul diagonalei AD coincide cu mijlocul diagonalei BC.

tg(AB,Ox) = =-1= tg(CD,Ox).

(G:1035|. Pe laturile patratului ABCD de centru O, se iau punctele MeBC, EeCD, astfel incat AM=8 ,
ME=6, AE= 10. Daci Q este mijlocul lui AE, aritati cd 18 (P,,,,( 19.

Sanda Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Se arata ca triunghiul AEMA este dreptunghic in M si m(£AMB) + m(EMC) = 90°, de
unde AAMB~AMEC. Rezulta ca

AM _ AB M = EM - AB 3AB iar MB — ﬁ
EM CM AM 4 4

Tn triunghiul AABM, conform T. Lui Pitagora,

AB? + MB* = AM?* = AB = 32 iar cum
17
3MB

CE="C= i Tn triunghiul AACE, QO este linie

4 7

mijlocie, deci QO:C_2E=i iar og =28 _ 1612

V17 AN

16\/_
J_J_J_

Pentru 18 (P,;,, 19 se aratd mai departe prin ridicare la patrat cd urmdtoarele inegalitati sunt

Astfel,

Pyyop = AB+OB+00 + 04 =

adevirate: 35+16+/2 ) 13v17 si 35+16+/2 ( 144/17.

= Clasa a VIII-a

(5:1036|. Sa se determine partea intreagi a raportului %, unde a =\/5—\/§—\/7—4\/§, $

b:\/2+«/§+\/3+2«/§ -1. Livia-Emilia Stan, Buziu
Rezolvare: :\/5 \/7 43 = \/5 —(2- J3 3)? =43,
b= \/2+\/§+\/3+2 \/2+\/§+(1+\/—) —l_\/3+2\/——1:1+\/§—1:\/§.

iz
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G:1037|. Rezolvati ecuatia x+ y+ 26 = 6+/x—3 +10\/y—5 . Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:  Din \/x—32 +3 —2\/x—3-3+1/y—52 +5°—2,/y—5-5=0o0btinem

2 2
(\/x—3—5) +(«/y—5—3) =0 adicax = 12si y =30.

4 8
>
ab+bc+cd+da a+b+c+d

(G:1038. Daca a,b,c,d ) 0 atunci 1+ . Cand are loc egalitatea ?

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Folosind inegalitatea(a+b+c+d)2 >4(ab+bc+cd +da) < (a—b+c—d)2 >0,

cu egalitate pentru a +c = b +d obtinem:
4 16 & 8 . .
Ms =1+ >1+ 5> = Md , unde (1) este inegalitatea MA —
ab+bc+cd +da (a+b+c+d) a+b+c+d

MG cu egalitate pentru a+b+c+d =4 . Egalitatea are loc daca si numai daca a+c=b+d =2.

. Se consideri ecuatia cu solutii reale 2021x° —223x+6=0. Firi a rezolva ecuatia si se
arate ca solutiile sunt strict pozitive si subunitare.
Rezolvati ecuatia folosind relatiile intre radacini si coeficienti (relatiile lui Vigte).
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Se va arata ca daca « € R verifica ecuatia data atunci o € (0;1).

Presupunem o <0 si atunci 0 =2021a” —223¢ +6 = 2021” +223(—a) +6 ) 6, contradictie.
Presupunem « >1, atunci
0=20210? — 2230 +6 ) 20210 — 223 = (2021r — 223) >1- (2021-1— 223) = 1798 ,contradictie.
Asadar, a € (0;1) . Cum 2021=2025—4=25-81—4=45*—2° =43.47 sidin

6 1 6

C
X, =—=> XX, =———=—-—.0um x,x, €(0;1) = x,,x, ¢ N asadar,
R T TR T g a7 43 u €(01) = 5 € N s
1.1.2.2.3.3.6.6 b 223 )
X, Xy €4 2 L Cum x4 X, = —— = , convin doar solutiile
43'47'43'47° 43’4743 47 a 4347
2 3

M Ty
Observatie: O rezolvare cu ajutorul formulelor pentru ecuatia de gradul doi conduce la
aceleasi solutii dar cu calcule numerice mai laborioase.

xX+2
4

. -2
G:1040. Sa se rezolve ecuatia: {x 3 } = { } , unde {a} , @ € R reprezinta partea fractionara a

lui o .
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:  Ecuatia se rescrie:

x=2 |x=2 :x+2_ x+2 - x=2| | x+2 :x_l4:keZ:>x:12k+l4, kel
3 3 4 4 3 4 12

Se observa ca x determinat verificd ecuatia data: {121( +::'4 — 2} = {12](:12} & {4k + 4} = {3k + 3} =0
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G:1041]. Se consideri triunghiul ABC cu notatiile uzuale a = BC, b= AC si ¢ = AB. Demonstrati ca
1 1 3

+ = daci si numai daci m(<4BC) =60°. Adrian Gobej, Curtea de Arges
a+b b+c a+b+c
Rezolvare:
B T R b+c+a+b 3

< (a+2b+c)a+b+c)=3(a+b)(b+c) =

+ = RS =
a+b b+c a+b+c (a+b)(b+c) a+b+c
b* =a’ +c® —ac. Aceasti relatie o identificim cu teorema cosinusului

b* = a® +c* —2ac-cos(%XABC) si obtinem 2cos(«4BC)=1<> cos(«ABC) = % = m(%4BC)=60".

G:1042. Daci 12 +2° +3* +.......+9° = 4?, atunci cu cat este egal a ?

Folosind relatia de mai sus, aritati ci b =(99° +100° +101%):10002.
Petre Paunescu, Rosiorii de Vede, Teleorman

Rezolvare:
Folosind formula pentru suma cuburilor gasim

—(99+100+101)-(2(L+2+3+4+....+98) +300) = 300- (98-99 +300) = 300-10002 : 10002.

(G:1043|. Fie x, y, z trei numere reale si distincte doui cite doui. Si se demonstreze identitatea:

z—y X—z y—x 2 2 2
+ + + + + =0
(=x)x-2) (--x) G-2)(z-y) y-x z-y x-z
~ Petre Rau, Galati
Rezolvare: Intr-adevar, efectuand calculele pentru cele doua serii de expresii din membrul stang al
relatiei date, obtinem valori egale si de semne diferite:
2=y X—z L yox (=) -2+ () 2P+ )P+ —xy—xz - y2)
(y-x)x-2) (-»)-x) x-2)(z-y) (r=x)(x—2)(z-y) (y—x)(x—2)(z-y)
iar 2 N 2 N 2 2z-y)x-2)+2(y-x)(x-2)+2(y-x)(z-y) -2(x*+y’+z° —xy—xz—)z)
y-x z-y x-—z (y=x)(x-2)(z-y) (y=x)(x-2)(z-y)

G:1044|. Jumatate dintr-un cilindru metalic avand raza de 3 si iniltimea de 6 se topeste si se obtine un

concurazade r= 3\/5 . Aflati unghiul de la varful conului.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare:  Calculand jumatate din volumului cilindrului si egalandu-I cu volumul conului obtinem:

1 2
21r == 72'(3\/§ ) -h = h =3 ,unde h este iniltimea conului. Se afla imediat generatoarea conului ca fiind 6

si atunci unghiul de la varful conului este 120°.

(5:1045. Fie E, F, G, H mijloacele laturilor BC, CD, DA, AB ale pitratului ABCD de centru O,
ACNEF={M}. iar MNL(ABC). Daci AB=2a, MN=avZ .
a) Aflati volumul piramidei NMGH si misura unghiului diedru dintre (NGH) si (ABC).
b) Aritati cid BN® = AM - CN .
Sanda Mitea, Gugir, Alba
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Rezolvare: 1n patratul ABCD, avem AC = 2a+2 , de unde

oc _ a2
2

AO=0B =0C = 0D = a2 . Cum EF este linie mijlocie in ABCD= CM = MO = > . Analog

:>AP:PO:§:¥:> MP = AC - AP—-CM =a~2 unde ACNGH={P}. Cum GH este linie

mijlocie in AABD =

: Ay -MN a2

Din GH || BD si AC 1 BD, deducem MP 1 GH , iar conform teoremei celor trei perpendiculare obtinem
NP | GH . Astfel din

(NGH)N(A4ABC)=GH

MP | GH, MP c (ABC) = m(<r(NGH); (ABC)) = m({NP;MP)) =m (<rMPN) = 45°

NP L GH; NP c (NGH)

intrucat in AMPN avem m(<XNMP) =90° si MP = MN =a~/2 .
b) Cu ajutorul T. lui Pitagora aratam ca

2
MB=mD="2 210 ., BN? = pN? = 284
AM = AC—CM = 3a+/2 si deci
2
2 2
AN? = 26a CN? = 10a
4 4

BN?+ DN? = AN?> + CN? =

_ AN?+CN?
2
Deci, BN*YAM -CN .

BN? VWAN?-CN? = AN -CN

= Clasa a IX-a

4 3 4 3
X =X +1+)c2 -x, +1
x°-3 x,° -3

Prof. Livia- Emilia Stan, Buziu

L:839| Fie x,,x, solutiile ecuatiei x* —x—3=0. Si se calculeze expresia:

Rezolvare:
Deoarece X, x, sunt solutiile ecuatiei date rezulta x,” —x, —3=0=> x,° —x; = 3; Analog pentru x, .

xS (x°—x) +1+ X, (%2 —x,)+1  3x7 +1+ 3x,+1  3xx,(x +x,)+x+x, 8

X X, X X, X, X, 3

. L x+x,=1
S-au folosit relatiile lui Viete: .
X x, =—3
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L:840|. Fie R, »>R 0 functie de gradul ntai astfel incat
f(x+y)+ f(2x—y)=42x+40, Vx,yeR, . Sa se determine f(x) si si se arate ca
f al +&21 ) 48. Adrian Stan, Buziu
2021  «x
Rezolvare:
Pentru y=0 rezultd f(x)+ f(2x) =42x+40. Conform relatiei din enunt deducem ca f(x) este de
gradul 1, adica f(x)=ax-+b. Atunci, f(2x)=2ax+b si obtinem:

ax+b+2ax+b=42x+40=a=14,b=20= f(x)=14x+20.

2020 _qq [ X 20210 50y 142420 48.
2021 x 2021 x

L:841|. Determinati numerele naturale n pentru care numirul 8" +72n+1este cub perfect.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Pentru n>4=8"=(2")*<8"+72n+1<(2"+1)%. Cum prima parte a dublei inegalititi este
evidenta, ramane de justificat partea a doua.
8" +72n+1<(2" +1)° =8" +72n+1<8" +3-4" +3.2" +1=24n<2" +4".
Din 2" >3n=2"+4" >91°+3n, si atunci rimane de aritat ci: 9n’ +3n>24n<3n’>Tn<n>3.

Pentru ne{0;1;2} se obtin numerele 2,81 si 208, care nu sunt cuburi perfecte, iar pentrun =3
se obtine singurul cub perfect, si anume 729.
L:842. Se considera functia /' :R — R cu proprietatea (fOfOf)(x) = (fof)(x) +2021x, VxeR.

Aratati ca f(x) este injectiva si calculati f(0).
Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Fie x;,x, €R cu

f(x)=r(x,) :>f(f(xl)):f(f(xz))jf(f(f(x1))):f(f(f(x2)))<:>
(fofef)(x)=(f°fef)(x,).nlocuind in enunt avem

(fo f) (x,)+202Lx, = (f o f)(xz) +2021x, = 2021x, =2021x, = x; = x, , adica f este injectiva.
Facand x=0 in enunt, obtinem f(f(f(O))) = f(f(O)) ceea ce implica f(f(O)) = f(O) cici feste
injectivd de unde rezulta f(0) =0.

L:843|. Determinati ultimele doui cifre ale numirului 2021°°% . Gheorghe Darstaru, Buziu
Rezolvare: 2021=43.47 = 43" =1(mod100) = (43')" =1(mod100) = 43** = 43(mod100).

47° =7(m0d100) = (47°)' =7*(mod100) =1(mod100) = (47 )" =1(mod100).

477 = 47(mod100) = 47°%% .43"%' =47-43(mod100). Ultimele doud cifre ale numarului
20217 sunt 21.

L:844|. Demonstratica 2" +3" +....+ p" ) w Vn=>1.

Ciobica Constantin, Ciobica Elena. Falticeni
Rezolvare . Consideram propozitia: P(n) k"> (K —1)n +1 pe care o demonstram.
Etapa de verificare:
n=1=PQ): k >k-1+1= k> k(4)

n=2=P2):k?*>(k-1)2+1=k* -2k +1>0(A)
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Etapa de demonstratie: P(k)= P(k +1)

n=p=Pp): k" >(k-1)p+1(4)

n=p+1=Plk+1): k" > (k-1 p+D)+1=>k"* > kp—p+k

kPt =kk? > k(k—)p+k=k*p—kp+k

k p—kp+k=>kp—p+k= p(k-1)° >0(4)

2"+t 4 p" 2n+1l+2n+1+.. +[(p-Dn+1]=n+2+.+ p-1)+ p-1

- (p_l)(%ﬂj >(p-1)np+1)/2

. Daci ae(—41), be(-3;2), ce(-2;3), de(-L4), astfel incat a+b+c+d=5si se
demonstreze ci: 81-(1-a)-(2-b)-(3—c¢)-(4—d)<(4+a)-(3+b)-(2+c¢)-(1+d) si si se precizeze
cand are loc egalitatea. Dorin Mirghidanu, Corabia, Olt

Rezglvare:
In conditiile din enuntavem: 1-a >0,2-5>0,3-¢>0,4-d>0.

Avem deci , dupa o scurta pregétire si apoi cu aplicarea inegalitatii mediilor :

(-a)-(2-b)-3~c)-(4-d) = Y~a)-2-5)-3~c)-
(2-6)-B-c)-(4-d) - YB~c)-(4-a)-U-a) - Y(4-d)-(L-a)-(2-) <

6-(a+b+c) 9—(b+c+d) 8—(c+d+a) 7-(d+a+b)

< =
3 3 3 3
< 1+d 44+a 3+b 2+c (4+a)-(3+b)-(2+¢)-(L+d) tic incoalitatca di
< : . : = , adicd inegalitatea din enunt .
3 3 3 3 3¢ 8
Egalitatea are loc daca avem simultan : 1-a =2-b=3-c=4-d = b=a+1, c=a+ 2,

d =a+ 3 ,incare caz conditiadinenuntdevine: a+ (¢ +1)+(@+2)+(@+3)=5 < 4a=-1 =

a:—l, b:—1+1:§ , c:—1+2:Z , d:—1+3:1—1
4 4 4 4 4 4 4

L:846]. Fie a,b € R",. Si se rezolve ecuatia Na’ +b> —x* +x\a’ +b? —x? +x=a+ab+b.
Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare:  Domeniul de definitie este D = L—\/az + 52 a2 +b? J

Notanda® +b> —x* =tavemt+xt+x=a+ab+bsit* +x* =a® +b°.
t+xt+x=a+ab+b
t2 2

Reciproc x, = assi x, = b verificd ecuatia. Multimea solutiilor ecuatiei este & = {a, b} .

. | t=b |t=a
convin: = x, =asl 5 = x,=b.

Rezolvand sistemul
X=a

+x2=a’+b

Nota.
Pentrua = 2si b =3se obtine Problema propusa de Resul Arslan in Etkin Matematik Grubu 2/2021.

1 1
m<{ﬁ}<ﬁ

numarului real x. Dorin Marghidanu, Corabia

} , unde {x} reprezinta partea fractionara a

L:847| Sa se determine min {n eN
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Rezolvare:

Fie /m =k+f , unde k=[ﬁ] eNsi f= {\/;}e[o,l) sunt  partea intreagi si

respectiv partea fractionard a numarului\/ 72 -

Din conditiile problemei avem :

1 1 1 1
1 1 & k+—<Ek+f<k+— S +—<Jn<k+-=—
100 -7 10 100 ! 10 100 10

© Kk +0,02-k+0,000l <n<k®+0,2-k+0,01 *)
Dupa cum se poate usor observa , inegalitatea (*) nu poate avealoc in N pentru £=0,1,2,3,4.

Pentru £=5, avem cu relatia (*) :
25+0,1+0,0001<n<25+1+0,01 & 251001<n<26,01, deci n=26, careeste cel
mai mic numar natural ce verifica conditiile enuntului .

L :848. Si se demonstreze ci, pentru orice unghi real x, are loc inegalitatea sin'> x+cos*' x<1.
Petre Rau, Galati

Rezolvare:

Tntr-adevar, sin'?%x + cos®?'x < [sin'?x + cos®?'x| < [sin'?3x| + |c0s%?'x| < sin?X + cos?X = 1.

Nota: Problema se poate generaliza astfel: ¥p,q=R, p,q > 2 si ¥X=R, avem sinx + cosx < 1.

27r«/_

o . . .2
L:849. Rezolvati in N*, ecuatiile: a) sm£~sm—ﬂ=2; b) SIn— sm—:—
n n 4 n n

lonel Tudor, Cilugareni, Giurgiu

Rezolvare:
.2

pin<1=2<1=n<a=ne{1;2,34).
n

. T
SIn—
n

. T . 2T
SIN—-SIn—| =
n n

a)

27 3
Singura solutie naturala este pentru n=3 deoarece sin § -sin 31

4

z{sf} {1&«@&

b) Pentru n e {1,2;3;4} avem sin 2 -sin 2 e {0;2; X2 L 1 = X2 N2 N2 L i ny avem solutii
n n 4 2 4 4 4 4
27 \/_

naturale = Tn multimea {1,2,3,4). Aritim cin =5 este solutie, deci sin = -sin == = T

. 1+45 . . .
Folosim cunoscuta valoare cas;—r = T“r si obtinem succesiv:

., T . 2 . T ., T T 3 g T aT 2
Fin—-sin—=25sin—5sin—caos—=215n—| cos—=2{ros—|11l —cos"—| =
5 5 5 5 5 5 5 5 5

— 5 _1+J§(1 _ 5+2ﬁ) _ 1+E 10-24F _ [1+F)(5—vE] _ 5-E+5vF-5 _ 445 _ 4§
4 16 z 16 16 16 16 "
.2
Pentrun = &, avem — < —< = gi T2
w6 2% =3 2

Cum n cadranul intai functia sin este strict crescatoare , rezulta:

, T ., T 1 . ., 2 ., T -u.n"i , T, 2w -\E -.-"§
sin—=sin—== g sin— < sin—=— deunde sin—-sin— < — < —<=<
n & 2 n k] 2 » n 4 4
: . . , T , o ey
lar n = &, nu este solutie a ecuatiei date decarece sin—- sin— = e

n "

|3

Deci ecuatia are unica solutie naturala n=5.
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= Clasa a X-a

L:850| Fie x = \3/9+4\/§ si y= \3/9—4\/5 . Sii se arate ¢i x° +y2 =7.
Livia-Emilia Stan, Buzau

Rezolvare: Notam S :3/9+4\/§+3/9—4\/§ :x+y‘()3 = S*=x*+ 1 +3xp(x+)

= 5°-35-18=0  deoarece x-y:%/(9+4\/§)-(9—4\/§) =1.Se obtine S = 3.
=3
Din{x+y =x"+y"=7.
x-y=1
log,(Igx—1g y)+log,(lg x) =3

log,(Igx+1g y)—log,(Igx) =1
Adrian Stan, Buziu

L:851]. Sa se rezolve in R, * sistemul de ecuatii: {

Rezolvare: Obligatoriu 1g x) g y)0, Ig x))0, Igz)O. (*).
y

log, ((lgx~1gy)-lgx)=log,8  ((lgx-Ilgy)-(Igx)=8
= ng+|gy_3 .= lgx=4=x=10"s5i lgy=2= y=10°.

lgy

. log? lo
L:852. Pentru numerele reale a,b € (1;0) si se rezolve ecuatia d I x 0  <a+b.

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare:

log, x 2
_ . . _ log, x _ (.| BY
Evident se pune conditia x)0. Cum %" = x obtinem x °** = (b Og”x) =b"9""
| 2 | 2
inecuatiadevine @ -~ +b9 "  <a+b (1).
Notam log?, x=1>0 obtinem @' +b' <a+b.
Cazull. te€ (1;00) =a'+b" ) a+b sideciinecuatia nu are solutii pe aces caz.
Cazulal Il-lea, 1€[0;1]=a"+b" < a+b obtinem folosind (1):

log®, x<1<log, x € [—1;1] =>xe [b’l;b] .

L:853. Se consideri functia f : [1,+oo) —> R, f(x)= \/x+ N2x -1+ \/x— ~2x -1 . Calculati f{%J :

Demonstrati ca Im f = [\/§+oo)
Ciobica Constantin; Ciobica Elena, Falticeni, Suceava

Rezolvare:
—  [ox+2Vax-1 [v-1+2V2r-1+1 [Vax—1+1f  _V2x-1+41

x>21=2x22=2x-121=+2x-121=V2x-1+1>2

——  [zx-2dzid  [z-i-2dziin |Wzxoi-1f NSl i
T 2x—1—\/ 2 _\/ 2 _\/ 2 2 2
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V2x-1>1=>+2x-1-1>0

f@)z“Zik;+1+“Z{k;_lzz“j%_lzd4x—2:;f{%j: 4~%-2=«ﬂ8-2:\ﬂ€=4

Demonstram ci functia f :[L+o0) —> R, f (x) = v/ 4x — 2 este strict crescitoare .

RSO S(n) A -2-\4v, -2 g -2-4x,+2
X, — X, X, — X, (xl—xz)(\/4xl—2 +\/4x2—2)
X, € [1,+oo):> x,21=4x,24=4x,-222= \[4x, -2 > J2. Analog pentru x,
Jax, -2+ JAx, 2222 => R= 4 >n:ﬂmf:Um$M=Niwﬁ
JAx, =2 +,[4x, -2
L:854. Fie a ) 1. Rezolvati in R ecuatia x9Nt Jx +1. Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare:
Notand «/x =1, ecuatia se scrie P iy DI H O P T solutia unica t=a .

Rezulta ¢ ecuatia initiald are solutia unica x = a®.
Noti. Pentru a = 2 se obtine Problema propusa in Etkin Matematik Grubu.

L :855|. Rezolvati ecuatia log, (x—1)° =2+log, (x—1). Constantin Dinu, Buziu
2
Rezolvare:

C.E. x €(1;0). Ecuatia devine: 3log,(x—1) =2-log,(x-1) = 2log,(x-1) =1=
mgxx—Dz=km22:%x—D2:2:>@2:liJ§.S={L+J§}

L :856]. Si se rezolve ecuatia: 2021°* —2019x-2021" —2021"" = 2020x* + (2021— ZOZOJer 2020

2021 2021

Gheorghe Darstaru, Buzau
Rezolvare:

Notiam cu 2021" =1 si obtinem ecuatia ¢ _(2019)”%21}1_(2021

ZOZOJ 2020
- xX— =0 cu

2021 2021

=1 =2020x+1, t, =—x -1+ —.
2 2021

solutiile ¢, =

Din 2021" =2020x +1 conform faptului cd functia 1 : (0; oo) —> R, f(x)=2021" este strict convexa iar

functia g: R >R, g(x)=2020x+1 este liniard, ecuatia f(x)=g(x) are cel mult doua solutii. x € {0;1} .

1 - ) .
Daca 2021" = —x -1+ 2021 conform monotoniei, ecuatia are solutie unica, x = =1.

L:857|. Sa se rezolve ecuatia log (bx+c)=log, (ab+c), ¢) a) 1, b)0.
Gheorghe Ghiti, Buzau

Rezolvare: 1) Daca x €(0;1) = log, (bx+c¢) (0 (log, (ab+c) si ecuatia nu are solute.

log, (b+5) C

N C
e xlabre)l T ey —=b.
X X

2) Daci x (1; oo) = bx + ¢ = x'©% @9
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: log, (b+°) ¢ o N
Functia 1 : (o) >R, f(x)=x @ —— este o functie strict crescatoare ca suma de functii strict
X
3 log, (b+) c c c :
crescatoare [ = f,+ f,, fi(x)=x “, |a)l, b+—)1=log,(b+—))0|, f,(x)=——, deci este
a a X

injectiva. Cum ecuatia se mai scrie si sub forma f(x) = b, si atunci din f(x) = f(a) rezulta solutia unica x = a.

L:858|. Sa se rezolve ecuagia\/§-cosg—2x —3(1+ 2C053x) -sin 3?)6 = 2\/§.
Petre Riiu, Galati

e . . 3x . 9 .
Rezolvare: \om demonstra mai Tntai identitatea (1+ 2C0s 3x)S|n ? =SIn ? . Folosind formula

sin3a =sina(3-4sin’ &) obtinem sin X Zsin X[ 3_4sin? X | =
2 2 2
sing—x
2 _3_4sin?3X _3-4.17058% 1 5053y
. 3x 2
sin

Dupa inlocuirea acestui rezultat in ecuatia initiala si dupa impartirea acesteia la 2\/5 ea devine:

lcos%—ﬁsing—x=1:sinzcosg—x—cos£sing—x=1:>sin T % —sinZ = xe £(6k7r—7r), keZ
2 6 2 6 2 2 27

L:859. Determinati numarul natural x , pentru care

@ | (Cha ) (o) +(Chin V(€22 ) | (Clon ) (G (G ) (€2
lonel Tudor, Calugareni
Rezolvare: Mai general , aratam ca ecuatia

x* = [(CSHI)Z + (CZZM)2 oot (szjﬂ)z} ~[(C§M)2 + (C;Hl)2 ot (ot )2} are singura solutie naturala

_ 2n
x=C,',, neN.

n n
Notand S = (CZk )2 si S, = E (Cz’”l)2 ecuatia dati se scrie x> =S, -S, . Din formula
1 4n+1 S 2 4n+1 5 1 2 "
k=0 k=0

combinarilor complementare (CSM)Z = (C;::ll)z , (CZZM)2 = (C;:;ll)z ey (C22:+1)2 = (C;}Hl)2 , obtinem

0 \? 1) n \? 2141 )2 2041 i 4n+l o, 2n
S +8, = (C2n+1) + (C2n+1) Tt (C2n+l) + (C2n+l) = C2(2n+l) =Chp = o +1C4n+2 =2C,,

S-a folosit relatia C; = BCI’,‘j. Cum S, = S,rezulta S, =S, = C." , iar ecuatia devine

x* =507 =(C* )% cusolutianaturala x = 2%, = C*L unde n EN.

Pentru n=1010, obtinem ecuatia din enunt cu solutia naturald x = Cifes .
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3
L:860. Daca a,b,c > Z sa se demonstreze ci

6+2/(2a—1)(3b— 2)(4c —3) +3/(2b —1)(3c — 2)(4a —3) + 3/(2c —1)(3a — 2)(4b—3) <3(a+ b +c)

si sa se precizeze cand are loc egalitatea .
Dorin Marghidanu, Corabia

Rezolvare: Cu inegalitatea mediilor, avem :
f2a-1)-@-1) (de-2) < (2a-0)+(30-2)+(4c-3) 2a+3b+4c

2 ., (1) cu egalitate daca ,

3 3
2a-1 = 3h—2= 4e-3 . (e1)
2 4
Analog , 3\/(2[7 -1)-(Bc-1)-(4a-2) < W -2, (2) cu egalitate daci ,
2b-1 = 3c-2=4a-3 . (€2)
3 2c+3a+4bc ]
\/ (2c-1)-(3a-1)-(4p-2) < ——— -2, (3) cu egalitate daca |,
2b-1 =3c—2= 4a—3 . (e3)

Prin adunarea relatiilor (1), (2), (3) se obtine inegalitatea din enunt .

Prin Tnsumarea conditiilor de egalitate (el), (e2), (e3), obtinem :
2(a+b+c)-3=3(at+b+c)-6=4(at+tbt+c)—-9 , deunderezulta : at+tbt+tc=3. (4)

Datorita simetriei circulare in a, b, ¢ a expresiilor de sub radicali, este suficient sa ne
ocupam de prima conditie de egalitate (el)

de unde deducem 5= Za;l , Cc= 2a4+ 2 . Introducénd in (4), obtinem :

2a+1 2a+2
a+ +

3 =3,cusolutiaa=1. Rezultd apoi b=1, c=1.

= Clasa a XI-a

- l+$+%+ ...... +|i i A
L:861). Calculati Ilm(ﬁ/;) ne e Adrian Gobej, Curtea de Arges
n—»0
Rezolvare:
1 1 1 . a Zn ilnn M'an
Notam a, =1+ —+—+...+ —, n=2. Atunci, (4/;) =n" =e" =e’
In2 In3 Inn
1
lim»“ =lim» =lim_ =1 _» =|im In(x +1) -
n—>o nowing  n>onn+l) Inn e (n+1)INn—nin(n+1)
In(n+1)-Inn
Inn Inn TR
o ——=lim =1=> lim(Yn) 720 e
n—>0 J— n—>0 n—»0
n

2
L:862. Sa se calculeze limita de functii lim _12 C(zs(xz *=2) :
—-18in° (x" +x° —2x—2)

Livia Emilia Stan, Buzau
Rezolvare:
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W ox-2Y
2 f—

(x3+x2—2x—2)2 )

. xP-x-2 ’
2| sin 2
_1-cos(x*—x-2) . 2 CHx’-2x-2
lim ———— =lim 7 | a3, 2 '
=-18IN°(x° +x° —2x—2) -1 (xz_x_zj sin(x” +x"—2x-2)

2
(x+1)*(x-2)?

:2'"@( 242 2:2'929-
S (x+DE(F—2F 4 2

L:863. Determinati a,b € R astfel incat Iim(\/x2 +4x+3—ax—b):4;

X—>0

Adrian Stan, Buzau

2 _ 2
Rezolvare: |im(\/)c2+4x+3—ax—b):4<:;>Iim)C +4x+3—(ax+b) "y

X oo Ix* +4x+3+ax+b

_ 2 2 _ _ 2 _
o limAm )X +@=2ab)x+3=0" 4 2o 422064 1po

X—®© (\/ﬁ bJ 1+a
x| JA+—+—+a+—
X X X

ax’* -3ax+a+1
(ax—1)°

L:864. Fie4 =R\ {1} a>1lsifiA-> R, f(x)= . Determinati mijl f(x).
a Xe

Marin Chirciu, Arges

2 2 _
)=(3a —2a)x—2a +a; f’(x):0<:>x:2a 1;

(ax—1)° 3a—-2

Rezolvare:_ Avem f'(x

a- 2a-1 2—3a 2a - +a+1
f(za-1]_ 3a-2 3a-2 _ -5a°+14a° -13a+4 (a-1)*(-5a+4)
3a-2 ( 2a-1 1)2 4(a-1)* 4(a-1)*

a.
3a-2

_ 4=%a . 2a-l 1 sty 0.

"~ Ma-1)*" 3a-2
Tabelul de variatie al functiei este: 1 201
X | a 3a—-2
fx)| + + + o+ - - - o+ + + +
7 () l 400 | +o0 4—-5a l
a / T 4(a —1)2 / a
Deducem ca min f(x) = —5a2 si acest minim se realizeaza pentru x = 2a-1 :
wed 4(a-1) 3a-2
f— 2 f— f—
Obs. f()2=20 @ —Saxtarl, 4754 (o, oy 2(6a?—Ta+2)x+
4(a-1) (ax-1) 4(a-1)
+(2a-1)’>0= [(3a -2)x—(2a —1)]2 >0, evident, cu egalitate daca x = §a _;' :
q—

2 2 80
L:865|. Fie x,y€(Lo). Aritati ci daci x+) ) 82 atunci X* +y" ) 2.

Gheorghe Dérstaru, Buzau
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Rezolvare:  Fie f:(l'OO) >R, f(x) =x". 7 (x) =x" (2x|nx+x),
f”(x):xx2 (2x|nx+x) +x* (2|nx+3):> 7(x) ) 0= f(x) este convexa.

x+y

Din inegalitatea lu Jensen, f[x;yj (f(x)+f(y)):>f(4\/_) < 5 =
ey 22r(a2)=2(42) =2 2.

L:866| Si se arate ci ecuatia 64x° —112x* +56x—7=0 are solutia sinzg . Rezolvati in N*,

. 6T 4T LT o
ecuatia : 64-sin®=—-112-sin* = +56-sin>==n . lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
n n n
Rezolvare:

Trebuie si aritim ci 64-sin6%—llZ-sin4§+56-sin2§—7:O,sau fnmultind cu sin %7&0:

64-sin’ %—112-sin5 % +56-sin® % —7sin % =0 (*). Pentru aceasta se folosesc succesiv formulele

trigonometrice pentru arce multiple:

) ] T . (3r A4r . 3T Az . Arx 3T
O=sinz=sin| 7-= |=sin| —+ — | =SIn—C0S— +SIN —C0S — =
7 7 7 7 7 7 7

= (3sin Z _4sin’ ZJ-(l—Zsin2 2—ﬁJ+ 2sin 2—”cosz—ﬁLMos3 £—3COS£J =
7 7 7 7 7 7 7
=3sinZ —4sin® Z — 24sin* Z cos? Z +32sin° L cos? £ +16sin Z cos* Zcosz—7r—12sin Z cos? Zcosz—” =
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

= 3sinZ —28sin® Z +56sin° % —32sin” Z +16sin = —32sin® Z +165sin® £ —32sin® ~ + 64sin° =
7 7 7 7 7 7 7 7 7

—32sin’ Z—12sin Z+24sin*Z +12sin* Z —24sin° £ = 7sin Z —56sin* Z +112sin° Z —64sin”
7 7 7 7 7 7 7 7 7

Ecuatia 64-sin®—=—112-sin*=+56-sin> = =n are unica solutie naturald n=7.
n n n

Pentru " € {1; 2;3;4,5; 6} nu se verifica ecuatia data.

Pentru n 6(6;00) functia 64-sin®=—-112-sin* = +56-sin® = este strict descrescitoare iar functia
X X X

g(X)=x este strict crescatoare prin urmare ecuatia f(x) = g(x)are solutia unica x=7.

S-a utilizat £’ (x)——8—ﬁ sin 2z, [24sm — 28-sin21+7j ( O deoarece
x X X X

6= 0 (E = osinZ¢sinZ =L = sin? (X 7-28sin2 %0
x 6 X 6 2 x 4 X

2 2022
0

L:867. Fie matricea A:[

Xy x=4.

J. Determinati matricca X e M,(R) cu proprietatea

Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Deoarece (X*™ + X )- X =X (X" +X)=> 4-X =X-A. (1). Fie
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a b o 2a+2022¢ 2b+2022d 2a 2b+2022a
X = ,a,b,c,d € R o solutie. Din (1) rezulta =
d 2c 2d 2¢ 2022c+2d

C
b n n—lb
jiar prin inductie, X" :(2 na ) j,deci

a
unde rezultd c= 0 si d=a, deci X =
0 a a

Xgozl _ [aZOZl 2021a2010b

O 2021

J . Cum X+ X = 4 rezulta a® +a=2 cua=1si 2021a™°b+b =2022
a

11
adica b=1. Asadar, X = .
01

= Clasa a XII-a

L:868. Si se determine functiile derivabile f:(0;00) — R astfel incat

x° + 2x+.[f(t)dt =(x+1)f(x), Vxe (O; oo) : Livia-Emilia Stan, Buzau
0

K by
Rezolvare: Stim ca _[ f()dt =F(¢) 0= F(x)—F(0), dupa derivare rezultind:
0

1
(If(t)dtj =F'(x)-F"(0) = f(x) . . Derivand relatia din enunt se obtine:
0

2x+2+ f(xX)=(x+D' F(x)+(x+) ' (x)= f(x)=2= f(x)=2x+C (*).

Cum din relatia din enunt f(0)=0 si din (*) f(0)=2-0+C=C=0= f(x)=2x.

L:869. Gasiti o primitiva a functiei 1 : [O; oo) — R definita prin f(x) = \/x+4—4\/; cu proprietatea
J5

F()+F(@Q) =10-[?—1]. Adrian Stan, Buziu

Jx-2, x>4
2-Jx, x(4

Rezolvare:  Observam ca f(x) = \/x+ 4—4x = \/(\/;— 2)? = ‘\/;— 2‘ = {

2
2x—§\/x3 +C,, x(4
Atunci, F(x)= . Din conditia ca F(x) sa fie continua in 4 rezulta

%\/x_3+C2, x=>4

2 20— 20 +22 161C, x4
C,=2.16+C, = F()=1_ ° 3
3

—\/x_3+C, x=>4

3
N3 20— 27+ 16, x4
Din conditia F(5)+F(1):10-(?—1J:>C:0:> F(x)= 5 3 3 :
=X x>4
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3
L:870| Si se arate ci .f Ux* +16dx </22,5+24In2. Gheorghe Darstaru, Buziu
0

Rezolvare:  Utilizand inegalitatea Cauchy- Buniakovsky- Schwarz pentru integrale

2
3 3 3 2
( | 4x* +16 dx] < [dx- [4x* +16 dx si faptul ca
0 0 0
3
3
j x* +16 dx:%[x\/x2+16 +16In(x+\/x2+16)}‘0:7,5+8In2 rezulta

0

3 3
jé/xz +16dx <3 I\/xz +16dx = \[3(7,5+8In2) = /22,5+24In2.
0 0

L:871. Fie f: [0; %J — R o functie continua care verifica relatia
2

41° —12Isina+3sina—sin3a+4=0, a<R unde [ = If(x)dx . Si se calculeze 1.
0

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: 41°—12Isina+3sina—sin3a+4=0< 4I°-12Isina+4sin’a+4=0}4=

(Z+sina+1)(1* +sin® @ +1-Ising—sina 1) =0
S-a folosit formula ® +b° +¢* —3abc = (a+b+c)(a® +b* +c* —ab—bc —ac)

(I-sina)’ +(I -1 +(sina-1)°
2

Din (I +sina+1)- =0= [=-1-sina sau I-sina=I-1=sina-1=0.

Obtinem [ =sina =1 pentru « € {%+2kﬂ'|k EZ} sau / =—1—-sina pentrua € R—{%+ 2kr|k e Z}

. a) Se consideri functia 7, : [n,+0) > R; f, (x) = \/n ++2nx—n® + \/n —2nx—n®;Vn>1.
(3v3-1)

n

2n
n
Aritati ca: .[ S|, (x)dx = 3

6
b) Demonstrati ca Ig(x)dxz \/5(9—\/§),unde g(x) = \/x+\/6x—9 +\/x—\/6x—9 _

Ciobica Constantin. Ciobica Elena, Falticeni, Suceava

Rezolvare:
f(x)_\/an+2n\/2nx—n2 _|_\/2nx—2n\/2nx—n2
a) 2n 2n
_\/27136—112+2n\/2nx—n2 +n? +\/2nx—n2—2n\/2nx—n2 +n®
2n on
\/(Van—nz +n)2 \/(\/ZI’t)c—n2 —n)2 ‘\/Z”X_nz +n‘+‘\/2nx—n2 —n‘
= + =
2 2n Jon

Nonx—n? +n>2n>0
xZn:>2nx22n2:>2nx—n22n2:>\/2nx—n2Zn:>{ \/72
2nx—n- —n=>0
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2
DI _ ax—2n

= /00 =2
Tf(x)dx = T\/ 4x —2ndx = % - (4x ; 2n) 2n = n? (3\/5 —1). Observam ca
n n 5

20 = fi(x) = n=3= j g(x)dx =J6(3v3-1)

A+x)- A+ x2) - (L4 x27)

L:873. Calculati _[ o dx, xe[l;oo), neN¥*,
X
Adrian Gobej, Curtea de Arges
— x2 2 1— xzz 2r171 1_ x2n . A -
Rezolvare: Cum 1+x= , I+x° = Ty e A+ x7 =——, Vx)1, prin inmultirea
1-x 1-x 1—x2
. 2 2 1-x% 2 21
acestora se obtine (1+x)-(1+x)-....-(L+x" )= 1 =l+x+x"+...+x T =
—-X
A4 x)- A+ X2) o @4 27)  Lbx+xP 447 1 PR
xz" xz" xz” x2”—1 x
1 1 1 -1 -1 -1
Atunci,J. (7+ 2nl+...+—jdx: =+ - 2+...+—+Inx+C,
x° x° X 2"-Dx"— (2"-2)x" " X

L:874!. Se da polinomul f(X)=X>-9X-12¢ Z[X] . Aritati ci existi ¢ e R\Q cu a+a® e R\Q si
a’e Q astfel  Tncat f (a +a 2) =0. Dacai f are radicinile X, Xy, Xy atunci

3n 3n 3n
xl + x2 + x3

- - —=a", VneN*. Rezolvati ecuatia f(x)=0.
(Bx, +4)”" +(3x, +4)”" +(3x, +4)™

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) f(a+a’)=0 o (a+a’)’-Aa+a’)-12=0< o*(a’+1)-12+3(a"-3)(a’* +a)=0 (*)

cum &®(a® +1)-12 € Q si 3(a® —3) e Q, rezulti ci egalitatea (*) este adevaratd daca si numai daca
a*(@®+1)-12=0

{3(053 -3)=0

Dacéd x;, X,, X, suntradacinile lui f atunci x3k -9x, -12=0, k =1,_3 sau

x" =3"(3x, +4)", k =1,3,n e N*. Atunci, xS =3 [(3)(1 +4)" +(3x,+4)" +(3x, +4)"]

—a*=3=a=3cR-0Q.

ceea ce implica cerinta problemei in care se Tnlocuieste o = 3’/5 3= Q/E :
Tn ecuatia f(x)=0 stim ca f(a + az) =0 deci o solutie este x; = ¥3+3o . Aplicéand relatiile lui Viete
obtinem x, +x, +x, =0 si x,x,x, =12= x, +x, =—x, = —(§/§+§/§) si

X, Xy = 12 = _12 =333+39-3. cu X,, X, se formeaza ecuatia de gradul doi

X E/§+§/§
B8 BB g

x? +(§/§+§/§)x+§/§+ 2§/§—3:O din care se obtin solutiile x, =— > 2

2 2

conjugata ei, x; =—



- PROBLEME REZOLVATE -

".In .
anz nbjf dx, VYa,b)0, neN. Gheorghe Ghita, Buzau

L:875. Sa se calculeze | —————
X +x"+1

Q| P t——

Rezolvare: Pentru a = 1 integrala este egald cu zero. Pentru a # 1cu schimbarea de variabila
1

dr . )
x =-=>dx=——, integrala datd devine

1 1. b b’ b
a ?In? dt a X Ina a X Ina n a xn Inbx
[=—-|———F——= dx = dx=1Inb —dx —_—
:[ 1 t2 _l[x2n+2 n+l+1 '[x2n+2+xn+1+1 I 2n+2 +x +1 _!.xZnJrZ +xn+l+l
[2n+2+ 3;1 +1 a a a a
t
Tn final se obtine 7 =1In bj TR ldx. Efectuand schimbarea de variabila x"* =t = (n+1)x"dx=dt =
T XX+
n+l an+1
- Inb J d  2Inb arctg 2t+1
n+ld 1, 3 \/§(n+l) NG
A (t+2)+ ]
an+1 2 4
. arctg x ) . -
L:876. Calculati integrala: j g Vasile Mircea Popa, Sibiu
2X% +X+2
rct X 2 arcctg X
Rezolvare: Notim: | = I4gd D)= Iz—gdx
12X+ X+2 12X°+X+2
2 2
2 arctg x +arcctg x F 1 4x +1
Avem: 14 = [LAGXFACAGX T D gy
1 2X"+X+2 212X°+X+2 \/ \/
2 2

T -
1+J= _Larctg — —arctg ,_J 1) In integrala J facem schimbarea
2 arcctg !
> -
de variabila si obtinem: J = —j— _[ rCtgt =1 (2
52 1 5 t? 2 +t+2t2
@ + R +

Din relatiile (1) si (2) rezulta: | = arctg Rezultatul se poate scrie sub o

alomyen )

forma mai simpla in felul urmator.

3
J1_5 J15

din enuntul problemei se poate scrie: | =

J15

Notam: o =arctg—= —arctg——= Rezulta: tgo = Deci: o =arctg — Astfel, valoarea integralei

ERCe

arctg ——

7T
215 7

. Fie functia f: (0, ©) > G, f (x) =X—_Z ,unde a, b € (0, ).
X+

a) Sa se determine multimea G si legea de compozitie A : G — G astfel incéat (R: ) = (G, A) :

b) Si se calculeze xAxA...Ax,unden e N". Marin Chirciu, Arges

—_—
de n orix

Rezolvare:
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a) Avem Iirrgf(x):—% si lim f(x)=1, deci G:(—%, 1].

x>0

Funcgiaf:(o,oo)—{—%, 1j,f(x):X—a a+bx
X

p este inversabila si £ : (—%, 1)—)(0, o), fH(x)= .

Cum f~* este morfism obtinem f1(x Ay) = f1(x) - fY(y) & xAy= f(m- a +byJ =

1-x 1-y
az—l—abx+aby—|—b2yx_a
_f[az—l—abx+aby+b2yx] l1-x—y+xy __d—a+a(b+Dx+a(b+D)y+(° —a)xy

l1-x—y+xy - a2+abx+aby+b2yx+b a+b+b(a-1)x+ba-1)y+b(b+Dxy
1-x—y+xy
b) Fie Xa =xAxA..Ax.Avem f(x,)=f " (xAxA..Ax)=f(x)- 7 (x) s fH(X) =
—
a+bx)
:a+bx'a+bx.m'a+bx:(a+bxj". , f[(aerxj”]( 1—x j —a _(a+bx)"—a(l-x)" |
1-x 1-x 1-x  \1-x ! 1-x (a+bxj”+b (a+bx)"+b(1-x)"
1-x
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- PROBLEME PROPUSE-

» EU am rezultatele de mult timp:
dar inci nu stiu cum si ajung la ele”

C. F. Gauss (1777-1855)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. Pe o tabla sunt scrise 10 numere naturale consecutive. Este posibil ca suma cifrelor celui
mai mic numar sa fie 41 iar suma cifrelor celui mai mare numar sa fie 14.
Lucian Tutescu, Sanda lulia, Craiova
G:1047]. Numerele naturale a, b, ¢ nu sunt divizibile cu 3. Aratati ¢ a®® +5%% +c??* este un numar
divizibil cu 3.
elev Rares Tudorascu, Craiova

G:1048. Aratati ca numarul A4 :(1+2+i;i1+ 2021) +4 este divizibil cu 5 pentru orice n numar

natural.
Ton Stanescu, Buzau
G:1049| Dati exemple de numere naturale nenule x,y, z distincte doua cate doua astfel incat

x+y+z sd divida pe x° +)° +)°. Eugenia Turcu, Craiova

G:1050|. Sa se rezolve in N*XN* ecuatia px+qy =Xy, unde p si g sunt numere prime date.
Gheorghe Ghita, Buzau
G:1051]. Numerele naturale X si y verifica egalitatea 2x° +3)? =123456. Sa se arate Ci:
a) x este divizibil cu 6 si y este divizibil cu 4;
b) numarul 10(x* + »*) + 43004 este divizibil cu 37037 unde X si y verifici enuntul problemei.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
(G:1052|. Sa se arate ca numarul 4=17"-14" —-11" —8" —5", ne€ N este un numar intreg divizibil cu 3.
Simona Dascalu, Craiova
. Determinati numarul abe cu cifre impare consecutive, nu neaparat in aceasta ordine, astfel incat
a-bc-cb+c- (b+1)=2021. Nicolae Iviischescu, Canada

= Clasa a VI-a

G:1054|. Se consideri in plan un unghi <XOY cu masura cunoscuti 4°45’ . Folosind rigla negradata si
compasul sa se obtind unghiul de 1°. elev Carina Viespescu, Craiova

, - L 1 2
G:1055. Aflati numerele intregi a si b din relatia _+Z =-2. Ton Stinescu, Buzau
a
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807 52021 + 2020

(G:1056/. Sa se arate ca numerele a = 31 sl b= 31 nu sunt naturale, dar suma lor este numar

natural. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
(5:1057|. Determinati numerele naturale X, y, z, u stiind ca x si y sunt direct proportionale cu numerele 6 si
7, numerele y si z sunt direct proportionale cu 21 si 8 iar z si u sunt direct proportionale cu 16 si 9 si ca suma
tuturor numerelor este de 1030. Nicolae Ivischescu, Canada

(G:1058. Fie x cel mai mic numar intreg de 38 de cifre cu suma cifrelor egald cu 182. Daca

y=8000....0, sa se arate ca y-X este patrat perfect. Adrian Stan, Buzau
%,_J
17 cifie de 0
: : ~ .. 2010 2011
G:1059. Fie xsi y douda numere naturale nenule astfel Tncat: X< .
011 y 2012
Calculati cea mai mica valoare a sumei x + y . Neculai Stanciu, Buzau
2
(5:1060. Aflati numerele naturale X, y, z stiind ca iz = y2 ~ P29 ynde p si g sunt numere prime diferite
q9 pq z
date. Gheorghe Ghita, Buzau

G:1061. Tn triunghiul ABC, M este mijlocul laturii BC, AN este bisectoarea unghiului BAC, BN
este perpendiculard pe AN. Daca AB =14, AC =19 sa se afle MN. (clasa a VI-a)
Flavia Anton, Vaslui

= Clasa a VII-a

. Aflati numerele a,b e Z astfel incat 86> —3a* —10ab+5=0

Gabriela Florina Toader, Buziu
. Si se arate ci existd numere naturale x si y pentru care numerele x* +2021 si )? +2021°
sunt simultan patrate perfecte. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

G:1064|. Fie k€ R si a,b)0 astfel incat a-b=1. Aritati ci k*-a>2k—b. Cand avem egalitate ?
Maria Popescu, Rm. Valcea, Alecu Orlando, Rosiorii de Vede

. = 1 I
G:1065. Exista x, y € N* astfel incat R A Justificati.
y+2 x+2 2

Adriana lonita, Aurel Chirita, Slatina
G:1066|. Aflati numerele naturale x, y, p, cu p numdr prim dat, astfel incat x> — p® = 2021.
Gheorghe Ghiti, Buzau

G:1067|. Se dau 7 numere naturale a, a,,......... ,a, care au urmatoarea proprietate: daca le aranjam
pe un cerc in ordinea data fiecare din ele este media aritmetica a vecinilor lui. Aratati ca suma lor
este divizibila cu 7. Flavia Anton, Vaslui

G:1068. Si se determine solutiile naturale ale ecuatiilor; a) x* —3xy =3y —x+2021;
b) a* —2a=b"+2b+2021 . Mariana Mitea, Cugir, Alba

1 2 3 2021
+ + + ...+, [—— > 2021.
G:1069. Demonstrati ca: ¥ 2021 V2020 N 2019 1

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin lonescu, Pitesti
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G:1070. Demonstrati ca pentru a € [—1, oo),are loc inegalitatea:

Ja+1+Ja+2+Ja+3+ +\/a+2020
a+2 a+3 a+4 = a+2021

<1010.

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin lonescu, Pitesti
G:1071. Fie ABCD un romb si O punctul de intersectie a diagonalelor sale si /,,7,,1,,1, centrele

cercurilor nscrise in triunghiurile AAOB, ABOC, ACOD respectiv ADOA. Ariétati ca I,1,1,1, este
patrat. lleana Duma, Meda lacob, Craiova

. . Se da unghiul xOy cu masura de 150°. Pe laturile unghiurilor (Ox si (Oy se iau punctele A si B
astfel ca [OA] =[OB]. Folosind un echer construiti triunghiul A4BC . (cu un echer se pot trasa drepte si
unghiuri drepte). Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1073| Se considerd in plan punctele A(2;4), B(a;b), C(6,8), D(c;d), M(1;2) astfel incat [AM | sa fie
mediand in triunghiul AABC iar [AD] sa fie inaltime si mediand in triunghiul A4ABM .Aflati
coordonatele lui B si aria triunghiului ABC. Ion Stianescu, Buziu

= Clasa a VIII-a

G:1074| Descompuneti in factori expresia E(a;b) =a’*(b—2)+a(l—2b)+a’ +b.
Ion Stanescu, Buziu

G:1075 Aratati ca existd o infinitate de numere intregi m, n care verifica ecuatia m*=n®-3n+2.
Flavia Anton, Vaslui

3 3
G:1076| Sa se rezolve in R ecuatia: [x+ ?J +(x—§} =2020. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
G:1077|. Fie x,y,zeR. Aratati ca

P+ +2)+ (P +2)(Z*+2) + (2" +2)(x* +2) >9+6(xy+ yz+2zx). In ce caz avem egalitate ?
Calina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova

G:1078. Fie functiile f,g:R >R, f(x)=x>+ax+b, g(f(x)-1 zlgz(x)+2, a,b e R . Aratati
2

ca b)l. llinca Sebastian, Parscoveni, Olt
1 1 1 1 1 1
G:1079. Sa se demonstreze inegalitatea — +— +— +92 2\/5 . L— +—+ —J , Vx,y,zeR*
Xy oz X y z

Gabriela Florina Toader, Buziu
G:1080. Fie numerele reale pozitive a si b cu a>Db si cu proprietatea cd a+b=505. Demonstrati ca

J2a—24a% —b? ++/2a+24a> —b? </202L

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin lonescu, Pitesti
G:1081|. Se considerd numerele reale nenegative x, y, z i t cu proprietatea c¢a x* +y* +z% + t* = 2021.
Demonstrati ¢ /2021 — x* +4/2021—y* ++/2021— 22 +/2021—t* >\/3(x +y +Z + t).

Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin lonescu, Pitesti

G:1082. Rezolvati in R ecuatia v/x—1+~/3—x =x* —4x+6.

lonut Ivanescu, Simona Vladimirescu, Craiova

xa® + yb® + zc® N ya® + zb® + xc® N za® + xb* + yc®
a®+bc(b+c) b +calc+a) +ab(a+b)
a,b,c,x,y,2)0. Gheorghe Ghiti, Buziu

G:1083|. Sa se arate ca

2x+y+z,



- PROBLEME PROPUSE -

G:1084. Fie triunghiul AABC,cu AB = AC = 4(\/§+1) cm si m(*xBAC) =30°. In punctul C se ridica

perpendiculara CV pe planul triunghiului cu CV:4\/§cm. Aflati tangenta unghiului format de planul
(ABC) cu planul (VMA), unde M este mijlocul lui [BC] si tangent unghiului format de planele (VAB) si
(ABC). Nicolae Ivaschescu, Canada

= Clasa a IX-a

2+4+46+..+2p

L:878. Stiind ca (1+3+5+.....+2021) =9'.337*, si se determine numdrul natural p.

Petre Paunescu, Rosiorii de Vede
L:879. Demonstrati ca pentru orice n e N, n > 2021, are loc

inegalitatea:(l— 1 J(l L J(l—ikJ> 2020, k >3, natural.

2021 2022" n 2021
Adrian Gobej, Curtea de Arges si Marin lonescu, Pitesti
. Daci a este solutia pozitivd a ecuatiei x*—x—1=0 si b este solutia pozitivd a ecuatiei
y® —y—=3a =0, si se compare numerele a si b. lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:881. Fie x,y,z ) O astfel incat xyz(x+ y+z)=1. Demonstrati ca (x+ y)(y+z)(z+x) ) 22
Calina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova
. N 1 , 1- 1- -
L:882. Fie x,y e R—{-1} astfel incat + =1. Aritati ca r Y >0.Tnce

1+x% 1+)° 1-x+x> 1-y+y

caz avem egalitate ? Mihaela Daianu, Mihaela Mirea, Craiova

. — N i ! - 1 n
L:883. Fie x,)0, k£ =1,n astfel incat Z— =n. Sa se arate ca Z— <—.
k=1 X k=1 ,[x2k+xk+7 3
Gheorghe Ghita, Buzau
L:884. 1n triunghiul oarecare ABC se cunosc AB=3, BC=7 si mediana BD are lungimea egali cu 4. Si se
afle aria triunghiului ABC. Luiza Cremeneanu, Craiova

X +xy+y* =a’
L:885. Aratati cd nu existd x, y,z € R: astfel incat { x* + xz + z2 = b*
y2 ererz2 = (aer)2

Lucian Tutescu, Craiova, Catilin Pana, Rm. Valcea

L:886,. Aratati ca n orice triunghi ascutitunghic ABC exista relatia

Asing+Bsin§+Csin§ 5 (5 . )
= | —+——1, notatiile fiind cele uzuale.
Acos’24+Bcos§+ccos(2j 33 \4 2R

Radu Diaconu, Sibiu

= Clasa a X-a



- PROBLEME PROPUSE-

L:887|. Rezolvati in R ecuatia 2* +3" +5" =10. Petre Paunescu, Rosiorii de Vede

L:888, Sa se calculeze partea intreaga a numarului log, 2021+ log, 2021+ log, 2021.
Gheorghe Ghita, Buzau

L:889. Aritati ca numarul 20211 -2022! se poate scrie ca suma a 2021 numere naturale consecutive dar nu
se poate scrie ca suma a 2022 de numere naturale consecutive.
Catalina Doina Cristina, Simona Radu, Craiova

2021
L:890. Aratati ca solutia reald a ecuatiei (1+—] =2 este suma a 2021 numere reale in progresie
X

geometrica. lonel Tudor, Calugareni,. Giurgiu

L:891,. Sa se determine partea intreagd a numarului a = log, 59049 +log, 10484576 .
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

L:892. Aratati cd nu existd a € R —{—1; 1} astfel incat log , | (x*—x+1) (1, VxeR.

a’-1

Adriana lonita, Aurel Chirita, Slatina

L:893 Rezolvati in R ecuatia: 4c0s" x =c0S2x +2c0s’ x-C0OS8x .
Sorin Pirlea, Simona Radu, Craiova

L:894. Fie a)0, a #1fixat. Rezolvati in R ecuatiile:
a) log, (x+2021) =log,(a+2021);

b) log, (x*** +2021) = log, (a*** +2021).
Dan Grigorie, Luiza Cremeneanu, Craiova

2
. . . TX X
L:895. Rezolvatiin R ecuatia J2xsin —+—+1=0.
x+4 2
Mihaela Diianu, Mihaela Mirea, Craiova
L:896. Rezolvatiin R ecuatia sin®® x +cos®* x+sin®? x =2, Delia Popescu, Craiova
t ! p

L:897. Fie numerele reale a #b #c # a. Aratati ca Ja® —b* +3b° —c* +3c® —a® #0.
Daniela Stoian, Roxana Vasile, Craiova

= Clasa a XI-a

L:898. Fie A o matrice patratica de ordinul doi cu proprietatile det(4+27,) =0 si det(4—-41,)=36.

Sa se calculeze (A4+21,)%%, luliana Trasea, Olt

L:899| Sa se determine functia continua f :(O;oo)—)]R, astfel 1incat sa avem relatia
f@2)-f(27)=2", VxeR. Cezar Ozunu Daneti, Dolj

V4
tg (cos(2 cos x)J
L:900. Si se calculeze limita lim

x—0 . T . '
x-SIn ESII’]X

Adrian Stan, Buziu



- PROBLEME PROPUSE -

L:901| Fiesirul (x,),.,, x;, =a+l x,=a, x,,,=+/(a=1x, +x,,,, n>1a)l. Sisearate ci

2 . .
x, <a+—, Vn=1. Sase calculeze limx, Gheorghe Ghita, Buzau
n n—»0
L:902 Amtatica Y. (i+/)C.C/=n(2""-C;, ). lonel Tudor, Calugreni, Giurgiu
0<i(j<n

= Clasa a XII-a
1(\/}+\/1—_xarcsin\/;)

L:903. Sa se calculeze: J. 5 dx Gheorghe Ghita, Buzau
0 x*—x+1

L:904| Sa se determine toate polinoamele feR [X ] care verificd relatia

(x=1 f(x) =xf(x—2021), VxeR.
lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

1 2020
-1
L:905. Ariatati ca Ix =1n2021. lonel Tudor, Cilugareni, Giurgiu
nx
0
1 & — 2
. Calculati _[ - 5 5 ;- dx. Costel Florea, Bucuresti
X H2xT +4x7 +2x7 +1
‘ 1
L:907|. Aratatica I JxIn (1+ —Zj dx <2-+2. Codrut-Sorin Zmicala, Sighetu Marmatiei
X
1
L:908. Si se calculeze I%dx . Adrian Stan, Buziu
X —e”
L:909. Fie a,beR, a<bsi functiile continue f,g: R — Rastfel incét

f(x)fla+b—x)=1,g(x) =gla+b—x), Vx € R. Sa se arate demonstreze ca

gl 1
!mdx— 5 :[g(x)dx.

D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau

arccosx , Ccosx N .
m 0. Calculati integrala: j Vasile Mircea Popa, Sibiu

Matematica este ca urcusul la munte. Efortul este rasplatit de
privelisti marete. Ca si pe munte, ascensiunile in matematica sunt
frumoase daca nu esti obsedat doar de locul unde vrei sa ajungi si daca
esti in stare sa savurezi tot ceea ce intalnesti pe parcurs.“

(Solomon Marcus - ,,Socul matematicii“)




— QUICKIES-

,» Life is like riding a bicycle.
To keep your balance, you must keep moving.”

Albert Einstein
(1879 - 1955)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before March 01, 2022.

PROPOSALS - QUICKIES

Q71. Proposed by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.

4 3 4 3 4 3
If a,b,c>0 Withi3+i3+i3:%,then prove that a3+b3 b3+c3 +c3 +a3 22—1.
a> b® c 9 a +b> b>+c° c’+a 8

Q72. Proposed by Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan. If ABC is a triangle with usual notations,
then prove that AH* + BH* + CH* >3R*.

Q73. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. If g, >0 for any & =15, then prove that

a,—a a,—a a; —a a,—a as —a
1 4 + 2 5 + 3 1 + 4 2 + 5 3 ZO
a,+a;+a, ay;+a,+tas a,+ta;+a, as+a, +ta, a +ta,+a,

Q74. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania.

b
Prove that in any triangle ABC is true the following inequality % >8r? —R”.
a+b+c

Q75. Proposed by D.M. Biitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Y(n+1)!
Compute Ilm'{/ 2n-1 "( ! \/_]

(n+1)* n’
Q76. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. If a,b,c >0 and abc=1, then prove that

S <e
(a+c)b+a+b+4 8

SOLUTIONS - QUICKIES

Q67. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. Solve the equation

x+\/x+\/x+\/x+... =x-yx-yx-+x-.. ,where x >0.

Solution 1 by Rovsen Pirkuliyev, Sumgait, Azerbaijan.




- QUICKIES-

It is known that \/x+\/x+\/x+\/x+... :% and \/X'\,X'\/X"\/X'... = x, S0 we have that
+1+\/4x+1

2
< (2x° —2x-1)% =4x+1<4x" —8x° —4x* +Ax+4x° +1=4x+1= 4" -8’ =0
Solution 2 by author. Extracting the square root from both members we obtain

\/x+\/x+\/x+\/;... =\/x.\/x-\/x.\/ﬁ, (1). If we denote y=\/x+\/x+\/x+..., we get

y2=x+y, (2), so by (1) we deduce that y° =xy<> y(y—x)=0. Therefore x=y=0 or

=x’ < 2x+1+/4x+1=2x =& JAx+1=2x*-2x-1< x=2

y=x< x? =2x and because x >0 we obtain an unique solution x =2.

Q68. Proposed by Dorin Mirghidanu, Corabia, Romania. If a,,b, >0 forany k = 1,1, then prove that
1 1 4
+ > :
rlaay..a, ifbb,..b,  #f(a, +b)(a, +b,)..(a, +b,)

Solution 1 by Titu Zvonaru, Cominesti, Romania.

(H)
By Holder inequality we get (a, +b,)(a, +b,)..(a, +b,) > (/aa,..a, +5/bb,..b,)" and then by
Bergstrom inequality we obtain
1 1 (5) (1+1D? & 4
+ 2 = .
\/alaz \/bb .b, \/alaz a, +\/bb .b, \/(al +b)(a, +b,)...(a, +b,)
Solution 2 by Angel Plaza, Unlver5|ty of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

eies. = FEN E'z B i
2 - ﬂJ[a.1+EI1JI:a.z +Elz"]m|:aﬂ+hﬂ:]
£ z z

By the AM-GM inequality, if LHS denotes the left-hand side of the last inequality, then

The inequality may be written as

1 1 1 1
LHS = = , Which again in the last ste
-\j”‘lﬂiﬂy_ Eﬂ_ Jbibz bﬂ_ J-\flﬂibiﬂ'lﬂzbz ..'Il'lﬂﬂ_bﬂ ‘i’l\’(ﬂ-i:hiJ[ﬂz:hZJlll[ﬂ‘i‘l:BﬂJ g p
the AM-GM inequality has been applied, since /e = F‘H"‘ for k = 1,n.
. 1 AM -GM l
Solution 3 by author. > 2 =
\/alaz \/b b,..b, rlaya,..a, -2/bb,..b,
AM — GM 2 _ 4
\/ [ab, /—a by Ja b \/al+b a,+b, a,+b, (e, +b)(a, +b,)..(a,+Db,)
R

Equality occurs iff a, =b, Yk =1n.

Solution 4 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Folosind inegalitatea lui Bergstrém si inegalitatea lui
Hélder obtinem:

1 1 Bergstrom (1 + 1) 2 Holder 4
> >

+ 2 2 .
taa,..a, ibb,..b, Yy, +3[bby b, if(a+b)(ay+b,)...(a, +b,)

Egalitatea are loc daca si numai dacaa, =b, ,forany k=1,n.
Also solved by Marian Cucoanes, Mirisesti, Romania and Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.




— QUICKIES-

Q69. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Let the positive real sequence (a,) ., ,

* - 1
such that Ilm"—”—aER+.ComputeI|m—("+\J/an+1 —1la,).
n»oona “In n—on

",/ I 2/l
Solution by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania. lim et — i o =a =
n—o0 a n n—>x0 na l n n—o pn

2n+2
n Cc-D'4 2n
. 4a, i a, LN a,, T n a1l a
7 = ims —r = m 200D =1Im 7" = - =7
o p oo\ n>% (n +1) a, > an” \(n+l e e° e

lim
_(n+\1/a_ ’(/“_)—\/— (u, —1)_‘/— u, 1 ‘Inu”, where

Inu !

n

\J/ "ya,, (n+l) n’ ) 1 u, —1:1

Vn>2. limu,

n " (an (n+1) n2 n Cl,, n—w n—o0 |nun
2 3
. . a 1 . a n+l n ., ae
||mu::||m n+1. =|| 2n+1 ( ) ( ) :—'—'1262
n—»0 n—»0 a n.{.&/ai n_)oon a n+ a n+1 e a
n+l 6 n+l

Hence, lim= (n+,ya —'{/a_)—— 1-Ine’ =—3.

n—>0 n

Q70. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. Prove that in all scalene triangle ABC holds

Zaz +ab+b? S 9
(a-b)* 4

Solution 1 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania. We shall prove the stronger inequality

2 _ 2 _ 2 _ 2
Za a—b+2b Zg.We have a®—ab+b* = (a+b)° S(a b) 23(a b) and then
(a—b) 4 4 4
zaz—ab+b2>2§_(a—b)2_g
a— B a-— .
(a—b)? 4 (a-b)* 4

Solution 2 by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania.
It is not necessary that a,b, cto be the lenghts sides of a triangle; it is sufficient that a, b, c to be real positive
numbers a # b # ¢ # a . We have
+b 3 -b)* _3(a-b)* +ab+b* _ 3 .
a’*+ab+b® >a’* —ab+b* = (a+b)° , 3a—b) > (a=b) , SO %2—, and writing other
4 4 4 (a-b) 4

two similar inequalities which by adding yields the desired inequality.

Solution 3 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

2 2 2
Since a’tabtb” =1+ _3ab_ >1, the inequality follows trivially Zw >3> g

(a—b)° (a=b)* b)* 4
Also solved by Marian Cucoanes, Mirisesti, Romania and Daniel Vicaru, Pitesti, Romania.



- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

» As dori ca cineva iscusit in matematica si fizica si se ocupe de jocuri.
Spiritul omenesc scanteiaza in jocuri mai puternic decit in orice altceva.”
G. Leibniz

(1646- 1716)

Ia Caleidoscop matematic

Formule de calcul prescurtat. Trucuri folosite in calcule rapide

In urmitoarele aplicatii vom folosi formulele (a+5)* = a® +2ab+b* si (a—b)* =a* —2ab+b>.
1. Ridicarea la patrat a numerelor ce se termina in 5.
Daca a este numarul zecilor acestui numar, atunci numarul dat este 10 a+ 5. Dar,

(10a +5)? =1004° +100a + 25 =100a(a +1) + 25

Deci, a5 =n25, unde n este produsul dintre a si succesorul sau.
Exemplu: 75° =5625

-1
2. Ridicarea la patrat a numerelor formate dintr-un numar intreg si — .
n1 2 —(n+1)2 =n’ +I/l+l_n(l’l+1)+1
2 ? 4 4

2
Exemplu: [4%) =(4,5) =20,25 .

3. Produsul a dous numere na-nb ce au acelasi numir de zeci iar suma dintre cifra unitatilor
celor doud numere este 10 a +5 =10.

na-nb = (10n+a)(10n + b) =100n? +10n(a + b) + ab =100n(n+1) + ab .

Deci produsul a doua astfel de numere se calculeaza astfel: pe ultimele pozitii apare produsul a-b,
iar cifrele din fata sa reprezinta produsul dintre n si succesorul sau.

Exemplu: 72-78=(7-8)00+2-8=5600+16 =5616.

Pentru produsul nma-nmb cu a+b=10 se procedeaza similar: pe ultimele doua pozitii apare
produsul a-b, iar cifrele din fata sa reprezinta produsul dintre nm si succesorul sau.
Exemplu: 783-787 = (78-79)00 +3-7=616221.

4. Produsul a doua numere ce au acelasi numiér de zeci si atat suma cat si produsul dintre cifra
unitatilor celor dousi numere este mai mic decat 10.

na-nb,unde a+5Q0 si a-b(10.

na-nb =n-n(a+b)(a-b).

Exemplu: 72-73=7-7(2+3)(2-3)=7-75(6) =5256 .
5. Utilizarea formulei diferentelor de pitrate: (a+b)(a—b) =a® —b* sau a® =(a+b)(a—b) +b*
Exemple:

783.787 = (785+2)(785—2) = 785° —2° = (78-79)25—4 = 6162254 = 616221.

988° = (988+12)(988—12) +12° =1000-976 +144 = 976144

27° =(27+3)(27-3)+3F =729 63 =66-60+3° = 3969, 37° =40-34+3 =1369,

48° =50-16+2° = 2304, 54* =58-50+4° = 2916.

Prof. lancu Daniela, Colegiul National ,,Fratii Buzesti”, Craiova



»Unii citesc pentru a gandi, acestia sunt rari.

Unii pentru a scrie, acestia sunt ceva mai obisnuiti.
Cei ramasi citesc pentru a discuta”.

Charles Caleb Colton

(1777- 1832)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 28 al revistei de matematica

»SCLIPIREA MINTII”, o revista care promoveazd studiul matematicii in randul elevilor nostri,
si care, speram noi, va aduna tot mai multi elevi si profesori impreuna, pentru a face din obiectul
matematicii o activitate atractivd si performanta.

Profesorii si elevii care doresc sd trimitd materiale pentru revistd, constdnd in articole,

exercitii si probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”,
sau orice alte sugestii pentru a imbunatédtii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd
materialele membrilor colectivului de redactie sau pe adresa de e-mail: ady_stan2005@yahoo.com,
fie materiale tehnoredactate (salvate in Word 2003-2007), fie scrise de mand si scanate.
Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi fost trimise sau sd mai fie trimise
si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre publicare, apartine redactiei. revistei
»SCLIPIREA MINTII” va fi 01 MARTIE 2022. Vi uram succes si vd asteptam.
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